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Exercice 3.1 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 
cartésiennes ( ),i j

r r
en coordonnées 

polaires ( ),ru uϕ
r r : V Xi Yj= +

ur r r
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:r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r

Exercice 3.2 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 
sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ

r r r
en coordonnées 

cartésiennes: ( ), ,i j k
rr r

r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r
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��#�� $%�( ), , zu u uρ ϕ
r r r:V Xi Yi Zi= + +

ur r r r

Exercice 3.3
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

en coordonnées 

cylindriques ( ), , zu u uρ ϕ
r r r : V Xi Yi Zi= + +

ur r r r
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r r r:V Xi Yj Zk= + +
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Exercice 3.4 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

en coordonnées 

sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r : V Xi Yj Zk= + +

ur rr r
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�( ), ,ru u uθ ϕ
r r r:2. cos .A u uρ ϕρ ϕ= +

r r r

Exercice 3.5 
Convertir le vecteur suivant en coordonnées 

sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r

: 2. cos .A u uρ ϕρ ϕ= +
r r r

�����6.3 
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:z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
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Exercice 3.6 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cylindriques ( ), , zu u uρ ϕ
r r r

en coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

: z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
r r r r
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( )
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22 2

2 . .cos
N M N M

N M M N

z z
MN

ρ ρ

ρ ρ ϕ ϕ

+ + − −
=

−
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Exercice 3.7 
Trouver la distance entre les deux points 

( ), ,M M MM zρ ϕ  et ( ), ,N N NN zρ ϕ  par les 
deux méthodes : 

1/ en convertissant l’expression du vecteur MN
uuuur

en 
coordonnées cartésiennes. 
2/ par le calcul direct. 
 Montrer que la distance entre les points M etN
s’écrit : 

( )
( )

22 2

2 . .cos
N M N M

N M M N

z z
MN

ρ ρ

ρ ρ ϕ ϕ

+ + − −
=

−

uuuur
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 Corrigés des exercices 4.1 à 4.7 7.4 إ	� �1.4
�ل ا	���ر�� ��

Exercice 4.1:
1/ Pour calculer la vitesse il suffit de dériver l’équation horaire par rapport au temps: 

26 18 12dsv t t
dt

= = − +

En dérivant la vitesse par rapport au temps on obtient l’accélération: 

12 18dva t
dt

= = −

2/ L’étude du mouvement du mobile nécessite une étude mathématique de la fonction 
3 22 9 12 1s t t t= − + + . Le mouvement est accéléré ou retardé selon le signe du produit av .

Quant au sens du mouvement il est indiqué par le signe de v .

Dressons le tableau de variation et concluons: 
 26 18 12 0 1 12 18 0 1,5v t t t   ;  t=2                   ;                a t t= − + = ⇒ = = − = ⇒ =

0 1 1,5                                2 ∞

a

v

.a v

t

+ +

+

+

+

−−

−

− −

−+

0

0

0

Exercice 4.2: 
Commençons par la transformation trigonométrique: 2cos2 2cos 1t t= − ,

Remplaçons dans l’expression de y qui devient: 22cosy t= ,
Une autre transformation trigonométrique nous mène à : ( )22 sin 1y t= − ,

Il ne nous reste plus qu’à remplacer 2sin t par x pour obtenir l’équation de la trajectoire qui 
est: ( )2 1y x= − .

Pour dessiner la trajectoire il faut remarquer que 0 1x≤ ≤ + , car quelque soit t ,
20 sin 1t x≤ = ≤ + . Nous en déduisons que la trajectoire est un segment de droite joignant les 

points ( )1,0A + et ( )0, 2B + .

Exercice 4.3: 
Deux dérivations consécutives des équations horaires nous conduisent aux expressions des 

coordonnées des vecteurs vitesse et accélération du mobile à l’instantt :

O

y

x

2+

1+
A

B
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( )

( )

2

2

3 1 6
6 6

63 1

x x

y y

zz

v x t a x t
v v y t     ;      a= a y

a z tv z t

 = = −  = =  = = − = = − 
  = == = + 

& &&
r r

& &&

&&&

2/ Le module du vecteur vitesse est égal à  ( ) ( )22 2 218 1 3 2 1v t v t= + ⇒ = +  

Calculons maintenant l’angle compris entre vr et Oz . Pour cela calculons le module du 
produit scalaire: 

( ) ( ) ( ) .. . .cos , , , v kv k v k v k = v.cos v k    ,    cos v k
v

= =
rrr r r rr r r r  

( ) ( ) ( ) ( ). 2

x 0
v y    ,   k 0    ;   v  k= x.0 + y.0 + z.0 =3 1+t  

z 1

   
   
   
   
   

&
r rr r

& & & &

&

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

3 1. 2, , ,
2 43 2 1

tv kcos v k cos v k v Oz rad
v t

π+
= = ⇒ = ⇒ =

+

rrr rr r r 

Exercice 4.4: 
a/ Eliminons le temps entre les deux équations horaires pour obtenir l’équation de la 

trajectoire : 
ln xx t t e= ⇒ =
1x x x

xy e y e e
e

−= + ⇒ = + 

b/ calculons les modules de la vitesse et de l’accélération au temps t par dérivations 
successives des deux équations horaires par rapport au temps: 

2 2

2 4 2

2

1
1 1 1 11 1

11

x

y

v
t v ; v=

t t t tv
t

=
   ⇒ = + − − +   
   = −

2 22

2 3 6 4

4 3

1
1 2 4 1

2 2

x

y

a
t a ; a=
t t t t ta

t t

= −
   ⇒ = + +   
   = =

 

Exercice 4.5: 
Rappel mathématique concernant l’ellipse: suivons le raisonnement qui accompagne la 

figure ci-dessous : 
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ϕ

1x

1y

M

X

Y

O
i
r

j
r a

1M
( )

( )

( )
( )

2 2 2

2 2

2 2

1

1

2 2 2 2 2 2 2

0 1

1 0 2

cos
sin

:

, cos sin 0 cos sin 1 0 3

Equation du cercle      x y a

x yEquation de l'ellipse  
a b

x a
Coordonnées du point M:  

y a

remplaçons x et y dans l'équation 1

M a a a

Par 

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ − = →

+ − = →

=
 =

∀ + − = ⇒ + − = →

( ) ( )

( ) ( )2 3 : cos

identification des équations 2  et 3  nous obtenons deux 
résultats importants qui caractérisent l'ellipse:

x yx=acos   ,   sin  y=bsin
a b

ϕ ϕ ϕ ϕ= = ⇒ = ⇒

b

a

Maintenant que nous avons les coordonnées du point M , nous pouvons repérer ce point sur 

l’ellipse par l’angleϕ tel que cos x y; sin =
a b

ϕ ϕ=

La vitesse du point M est égale à: 

cos . sin . sin . cos .OM a i b j v a i b jϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + ⇒ = − +
uuuur r r r rr

& &  

L’accélération du point M est: ( ) ( )2 2sin cos . cos sin .a i b jγ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + −
r rr

&& & && &  

Exercice 4.6: 
1/ Pour obtenir l’équation de la trajectoire il suffit d’éliminer le temps entre les équations 

horaires : 

2 2
cos

2 2 1
2 8sin

2 2 2

t x
x y

t y

=
⇒ + =

=

La trajectoire est donc une ellipse.
2/ En dérivant les équations horaires par rapport au temps, on obtient les deux composantes 

du vecteur vitesse: 
2 sin

2 2

2 cos
2

x

y

tv x

tv y

= = −

= =

r
&

r
&

En dérivant les deux composantes du vecteur vitesse par rapport au temps, on obtient les 

deux composantes du vecteur accélération:

 

2 cos
4 2
2 sin

2 2

x x

y y

ta v

ta v

= = −

= = −

r
&

r
&

Ecrivons à présent l’expression vectorielle de l’accélération pour trouver sa relation avec 
le vecteur position:  

( )1 1 1 1. . . .
4 4 4 4

a x i y j a x i y j    ;   a= OM= − − − ⇒ = − − −
uuuurr r r rr r r  



4

Puisque la trajectoire est une ellipse, le mouvement va se répéter à l’infini pour une 
variation du temps de 0 à ∞ .

Soit T l’intervalle de temps séparant deux passages consécutifs du mobile par la même 
position et dans le même sens.  

L’abscisse du mobile au temps t est: 2 cos
2
tx =

L’abscisse du mobile au temps t T+ est: ( )
' 2 cos

2
t T

x
+

=

Puisque le mouvement est périodique il faut que 'x x= :

( ) ( )
cos cos 2 4

2 2 2
t Tt Tcos =cos +2   ;     Tα α π π π

+
= ⇒ = ⇒ =

3/ Position du mobile et ses coordonnées pour une accélération de module 5
4

:

5
4

a = ,

2 2 2 2 22 2 5cos sin 2cos 8sin 5
16 2 4 2 16 2 2

t t t ta = + = ⇒ + =

2 2 2 2 12 1 sin 8sin 5 6sin 3 sin
2 2 2 2 2
t t t t − + = ⇒ = ⇒ = 

 
 

2
2 4sin

32 2 2
4

kt t , t 0  ;  
2 k

π π

π π

+ +
= ± =

+ +
f

En prenant en considération la condition 0 4t π≤ ≤ soit 2k p , nous résumons les résultats 
dans le tableau suivant: 

t

2
π

3
2
π

k

0

1

x y xv yv

1+ 1+

1−1− 2+

2+
1
2

−

1
2

−

Exercice 4.7: 
1/ A l’aide de la figure ci-dessous on écrit l’expression du vecteur position: 

. .OM x i y j= +
uuuur r r



5

ϕ ϕ

ϕϕ

'A

Il reste à déterminer les deux équations horaires, c'est-à-dire les coordonnées en fonction du 
temps, tout en sachant que tϕ ω= :

' cos 2 cos cos 3 cos

' sin 2 sin sin sin

.3 cos . sin

x OB b   ,  x b b   x b

y OA b   ,  y b b   y b

 OM i b j b

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + = + ⇒ =

= − = − ⇒ =

= +
uuuur r r

 

.3 cos . sinOM i b t j b tω ω= +
uuuur r r

On en déduit l’équation de la trajectoire par élimination du temps entre les équations horaires: 
 

2 2 2 2 2

2 22 2 2

9 cos
1

9sin
x b x y 

b by b
ϕ

ϕ

=
⇒ + =

=
C’est l'équation d'une ellipse. 

 
2/ La première dérivée du vecteur position par rapport au temps nous conduit à l’expression 

du vecteur vitesse: 

( ).3 .sin . .cosdOMv i b t j b t   
dt

ω ω ω= = − +
uuuur

r rr

Le module de la vitesse au temps t est : ( )2 2 19sin cosv b t t   msω ω ω −= ± +  
Le module de la vitesse au temps 0t = est : 1( )v b  msω −= ±  

La deuxième dérivée du vecteur position par rapport au temps nous conduit à l’expression 
du vecteur accélération: 

( )
2

2 2
2 .3 .cos . .sin .d OMa i b t j b t     a OM

dt
ω ω ω ω= = + ⇔ = −

uuuur
uuuurr rr r  

D’où le module de cette accélération: 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 29 . .cos . .sin 9cos sina b t b t a b t t msω ω ω ω ω ω ω −= + ⇒ = ± +  

Le module de l’accélération au temps 0t = est : 
 2 2 2 2 29cos 0 sin 0 3 ( )a b a b msω ω −= ± + ⇒ = ±  
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Exercice 4.1 
Le mouvement rectiligne d’un point est défini par 

l’équation horaire : 3 22 9 12 1s t t t= − + + .
a/ Calculer la vitesse et l’accélération à la date t .
b/ Etudier le mouvement du point lorsque t croît de 

0 à +∞ .(Dire dans quel sens se déplace le point et si 
le mouvement est accéléré ou retardé). 

�
�
 2.4:ا��

��ر ا���آ� ا������Z ا���ّ�!� ,�ّ%

2sinx:	�����د���, t   ;  y=1+cos2t=.
.Oxyأر[] ه\ا ا����ر !  ا����]

Exercice 4.2 
Déterminer la trajectoire du mouvement plan défini 
par les équations : 

2sinx t   ;  y=1+cos2t=
Dessiner cette trajectoire dans le repère Oxy .

�
�
�3.4 
`a�6�
و  �
���
 [��
  !( ), , ,O i j k

rr r
، 4�ّ�د

: 	�����دfت ا������Mا���آ� ����ّ�ك
3 33 32x t t   ;  y=-3t  ;  z=t t= − +

 إ'�ا��hت ��gع ا���%�tأ'�& !  ا�����/ا
vrع ا����رع��g و ،arّ�ك����� ،M.

و 	ّ�, أن ه\اvrأ'�& ;�Z�� ا���iع/ب
k� ع��iا� l
 ��	�h زاو�� l�Oz.

Exercice 4.3 

Dans un repère orthonormé ( ), , ,O i j k
rr r

, le 

mouvement d’un mobile M est défini par les  
équations suivantes: 

3 33 32x t t   ;  y=-3t  ;  z=t t= − +
a/ Calculer les coordonnées à la date t, du vecteur 

vitesse vr , et celles du vecteur accélération ar , du 
mobile M. 

b/ Calculer la norme du vecteur vr et montrer que 
ce vecteur fait un angle constant avec Oz .

�
�
�4.4 
��
��Zى ا	��اء 
, ا���  ! ���a 3���41t =.


��د���5 ا��
����ن ه��:
ln 1x t   ;  y=t+

t
=

.أآ�& 
��د�� ا����ر/ا
و ا����رع/ب أ'�& ا���] ا�6>��� ����%�

 ��.t!  ا���

Exercice4.4 
Un point est mobile dans le plan à partir de la date 

1t = . Ses équations horaires sont: 

ln 1x t   ;  y=t+
t

= .

a/Ecrire l’équation de la trajectoire. 
b/ Calculer les valeurs algébriques de la vitesse et de 
 l’accélération au temps t .
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vد����

2 2

2 2 1x y
a b

+  %��4M0ّ�, ا�����.=
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.&&ϕو& ϕ	���f ا��γr,����iو ا����رع

Exercice 4.5 
Dans un repère orthonormé ( ), ,O i j

r r
, un mobile 

M décrit dans le sens direct l’ellipse d’équation: 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = . Le point M est repéré sur l’ellipse 

par l’angle ϕ .

Déterminer les vecteurs vitesse et accélération vr et 
γr en fonction des dérivées ϕ& et ϕ&& .
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2 cos 2 sin
2 2
t tx ; y= 2   =


��ر5؟/ا Zه �
 
و ��gعvrأ'�& إ'�ا��hت ��gع ا���%�/ب

) �z\ا ا����ّ�ك !  ا�����arا����رع )1v m s

( )t s0

110, 62 .v m s=

13,75 .v m s=

0v =

115v m s=−

12m s
0 ,2 s

15v m s=. ه �

OMا����t ا��Z~Zدة 	�, 

uuuur
؟ 
� ه  ا���ةarو

,
 l9Zا�� `�a ,
ا��ز
� '�0 ��ّ� ا�����ك 
؟  ا�����0

1 	�, ا������,/ج 0t 2و= 4t π=د�ّ' ،
 ��hا�و آ\ا إ' 
Zاlt ا����ّ�كvrنZw4 0�' 

�Z;5�� ا����رع
4

.

Exercice 4.6 
Soit, dans un plan ( )P , un repère orthonormé xOy
et un mobile M se déplaçant dans ce plan. A la date 
t , ses coordonnées sont définies par: 

2 cos 2 sin
2 2
t tx ; y= 2   =

a/ Quelle est la trajectoire ? 
b/ Calculer les coordonnées à la date t du vecteur 
vitesse vr et du vecteur accélération ar de ce mobile. 

Quelle relation y a- t- il entre OM
uuuur

et ar ? Au bout 
de combien de temps le mobile repasse-il par une 
même position sur la courbe ? 
c/ Entre les dates 1 0t = et 2 4t π= , déterminer les 

positions du mobile et les coordonnées de vr pour 

avoir un vecteur accélération de longueur 
5

4
.

�
�
 7.4 ا��
�!�

����OA ! 3k�ور AىZ��
  ! 

( )Oxy��	�h �%��	 ω.0��4
2OA AB b= =.

���a �<��aM0 ا��6ء�% ��tوا AB���	
2OA AB b= =.


� wg�v؟.Mأو~� 
��د�� 
��ر ا�����/1 
2/,���و ا����رع ا��� أآ�& ��g%  ا���%�

 ��.Mو ا'�& g���z�4 !  ا���

Exercice 4.7 
Un coude OA articulé en A , tourne dans un plan 
( )Oxy avec une vitesse angulaire ω constante. On 

donne 2OA AB b= = .
On considère un point M situé sur la partie AB tel 
que AM b= .
1/ Trouver l’équation de la trajectoire du point M .
Quelle est son allure ? 
2/ Ecrire les vecteurs vitesse et accélération 
instantanés  et calculer leur module au temps 0.t =
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 1.5 ��� 20.5 Corrigés des exercices de 5.1 à  5.20  
 

Exercice 5.1: 
a/                                                          v rω= ; 14,1v ms−=
b/  

60 α° =

E

'E

D

R
ryR

r

xR
r

T
r

yT
r

xT
r

x

y

'y

'xα
α

( )2.sin . .cos    ;  37R m g r R Nα ω α= − =

c/                                            

2.cos 46,4
sin
.sin 43.42

cos

R m rT T N

P RT T N

α ω
α
α

α

+= → =

−= → =

La différence entre les deux valeurs de la tension est due à la valeur approchée que nous 
avons prise pour chaque cas. 

 

d/                                          1, 2,1 .
cos

g rad s
l

ω ω
α

−= =  

Exercice 5.2: 
1/  
 

3 3 3 3 2

2 2 2 2 3

.
.

P T m a m ma g
P T m a m m
− = −

⇒ =
− + = +

( )
( )

( ) ( )

3 3 3 3 3

2 2 2 2 2
2 3

3 2
2 3

2 3

2 3 2 3

.

.
.4

,

P T m a T m g a

P T m a T m g a
m mT gm m m ma g

m m
T T T T m g a m g a

− = ⇒ = −

− + = ⇒ = +
⇒ =− +=

+
= + = + + −

Pour 1m : 1 1P T=
D’après le théorème des moments: 

1 1 1 2/ / . .T T T l T lτ τ∆ ∆= ⇒ =r r  

3m

2m

1m

O
1l 2l

A B

3P
r

2P
r

1P
r

3T
r

2T
r

1T
r

T
r

R
r

F
r T

r1T
r

3T
r

2T
r
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( )2 3
1 1 2 1 2 3 1 2 3 2

2 3

.. 4 . . 4 .m mm g l g l m m m l m m l
m m

= ⇒ + =
+

2/                                               2 3
1 1

2 3

4m mR T T R g m
m m

 
= + ⇒ = + + 

r r r
 

Exercice 5.3: 
Premier cas : (voir figure ci-dessous). 

1m

3m

2m
3P
r

2P
r

3T
r

2T
r

T
r T

r

3T
r

2T
r

1P
r

1T
r

1T
r1R

r

+

+

Premier cas

1ar

2ar

3ar

1ea a=r r

3m

2m
3P
r

2P
r

3T
r

2T
r

T
r

T
r

3T
r

2T
r

1m

1P
r

+

+

Deuxième cas

1ar

2ar

3ar

1ea a=r r

1T
r

1T
r

3 3 1 1 1

3

2 2
2r

m g m a m a
a

m
− −

=

2 3
1

1 2 1 3 2 3

4
4

m m
a g

m m m m m m
=

+ +
 

3 1 1 2

1 2 1 3 2 34r
m m m m

a g
m m m m m m

−
=

+ +
 

3 1 1 2 2 3
2

1 2 1 3 2 3

4
4

m m m m m m
a g

m m m m m m
− −

=
+ +

 

3 1 1 2 2 3
3

1 2 1 3 2 3

4
4

m m m m m m
a g

m m m m m m
− +

=
+ +

 

Deuxième cas: (voir figure ci-dessus) 
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( ) ( )1 2 1 2 1

2

2 2
2r

m m g m m a
a

m
− + +

=

2 3 1 2 1 3
1

1 2 1 3 2 3

4
4

m m m m m m
a g

m m m m m m
− −

=
+ +

 

3 1 1 2

1 2 1 3 2 3

2 2
4r

m m m m
a g

m m m m m m
−

=
+ +

 

3 1 1 2 2 3
2

1 2 1 3 2 3

3 4
4

m m m m m m
a g

m m m m m m
− −

=
+ +

 

2 3 1 3 1 2
3

1 2 1 3 2 3

4 3
4

m m m m m m
a g

m m m m m m
− −

=
+ +

 

Exercice 5.4: 
a/  

0 0 0tan   ,  tan 0,80 38,66θ µ θ θ= = ⇒ = °
b/  

,max ,max, 3,13s sf N f Nµ= =  

c/  
cos   ,  4,1yN P mg N Nθ= = =  

d/  
sin   ,  2,87s x sf P mg f Nθ= = = 

N
r

P
r

sf
r

m

θ

xP
r

yP
r

'x

x

y

'y

Exercice 5.5: 
a/  

0 21,8θ = °
b/  

6,55N N=
c/  

; 2,62c c cf N f Nµ= =  

d/  
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22,46a ms−=

cf
r N

r

P
r

m

θ

xP
r

yP
r

'x

x

y

'y

+

Exercice 5.6: 
a/  

( ) , 15,7s s A B
A B

Fa g F m m g F N
m m

µ µ= = − ⇒ = + =
+

A
B

P
r

N
r

F
r

+

A
B

P
r

N
r

,s Bf
r

F
r

+
BN

r

BP
r

b/  

( ) ( )
20

, 1,96
A BA B

P N Fa a ms
m mF m m a

−+ =
⇒ = =

+= +

rr r

c/ 

A
B

BN
r

F
r

+

BP
r

,c Bf
r

A
B

BP
r

BN
r

,c Bf
r F

r

+

2' '  ,  ' 0,98c B
c

B

m g
a a g a ms

m
µ µ −= ⇒ = − = −

Le signe négatif indique que le corps est attiré dans le sens contraire de celui du 
mouvement. 

2" , " 0,98c B

B

F m g
a a ms

m
µ −−

= = +  

Le signe plus indique que le corps B est attiré dans le sens du mouvement. 
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Exercice 5.7: 

( ) ( )

( )

22
1 1 2 1 1

1

2
2 2 2

sin cos cos 3,53

sin cos 7,79

ma g h g h h a ms
m

a g h a ms

α α α

α α

−

−

= − − + → =

= − → =

( ) ( )

( )

22
1 1 2 1 1

1

2
2 2 2

sin cos cos 3,53

sin cos 7,79

ma g h g h h a ms
m

a g h a ms

α α α

α α

−

−

= − − + → =

= − → =

Exercice 5.8: 
( )

, 15B s A
C C

s

m m
m m kg

µ
µ
−

= =  

( ) 2, 1.36B c A

B A

m m g
a a ms

m m
µ −−

= =
+

A

B

AP
r

N
r

T
r

T
r

T
r

T
r

,maxsf
r

BP
r

C

A

B

A CP P+
r r

N
r

T
r

T
r

T
r

T
r

BP
r

cf
r

Exercice 5.9: 
I/ Lancement dans le vide:

1/  
. za g g u= = −

r r r

1P
r

α

2P
r

2N
r

1N
r

1f
r 2f

r

2m
1m
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2/   
( )0 0. . .cos . sin .x x z z x zv v u v u v v u gt v uθ θ= + ⇒ = + − +r r r r r r

3/  

2
0 0

1.cos . . sin . .
2x z

x
z

OM v t u gt v t uθ θ
     = + − +       

uuuur r r
14243

144424443
 

4/                                     
2 2
0 0

max max
2 .sin .cos .sin 2

,
v v

x x
g g
θ θ θ

= =  

5/                                                       
2 2
0

max
.sin 
2

vz
g

θ=

II/ Lancement dans l’air:

1/                                                  P f ma+ =
rr r

2/   
 dv k v g

dt m
+ =

r
r r

3/                                              
k t
m mv Ae g

k
−

= +
rr r

0

k t
mm mv v g e g

k k
− = − + 

 

r r r r

L
mv g
k

=r r

( )0 0

k kt t
m m

L L
m mv v g e g v v v e v
k k

− − = − + ⇔ = − + 
 

r r r r r r r r

( ) ( )0 0 0 0 0cos . sin .   ;  cos sin
x z

k kt t
m m

x z x L L z

v v

v v u v u v v e u v v v e uθ θ θ θ
− −

 
 = + = + − + +
 
 

r r r r r r

1442443 14444244443
 

4/                                                             ( )0 1 .
k t
m

L L
mOM v v e v t
k

− 
= − − + 

 

uuuur r r r

( ) ( ) ( )0 0cos 1   ,  sin 1 .
k kt t
m m

L L
m mx t v e z t v v e v t
k k

θ θ
− −   

= − = + − −   
   

 

5/ 

0ln 1 sins
L

vkt
m v

θ
 

= + 
 
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0
0 0

0

1cos 1   ;  sin ln 1 sin
1 sin

s s L
L

L

vm m mx v z v v
vk k k v
v

θ θ θ
θ

 
    = − = − +    + 
 

 

( ) ( ) ( )0 0cos 1   ,  sin 1 .
k kt t
m m

L L
m mx t v e z t v v e v t
k k

θ θ
− −   

= − = + − −   
   

 

6/                           ( ) ( ) ( )0 sin . .L L Lt t

B

mz t v v v t z t v t B
k

θ
→∞ →∞

= + − ⇒ = − +
1442443

 

Lorsque t → ∞ le mouvement du projectile devient rectiligne uniforme, donc la 
trajectoire a une asymptote quand t → ∞
III. Synthèse graphique: les deux graphes montrent la trajectoire dans les deux cas 
considérés. 

zz

x xO O

0 cosL
mx v
k

θ=

Exercice 5.10: 
1/Le mouvement en présence de frottement: 

( )2 sin cosdv v g
dt R

µ θ µ θ− = −

2/ Mouvement sans frottement: 
 

a/  

( )2 1 cosv Rg θ= −

b/  
( )3cos 2N mg θ= −

0 0cos 2 / 3 48θ θ= ⇒ = °

Discussion: D’après l’expression obtenue, l’angle 0θ ne dépend ni de la masse de la particule, 
ni du rayon de la sphère, ni de l’accélération de pesanteur, avec pour condition :la vitesse 
initiale ( )0v nulle.
N.B:  ( )0 0v v≠ , 0v étant la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la sphère 

alors que ( )0v est la vitesse initiale au point 0M .
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( )2

0

02cos
3 3

v
Rg

θ = +  

Dans ce cas l’angle 0θ dépend de ( )0v , R et g mais reste indépendant de m .
c/  

( ) 1
0 02 1 2 / 3  , 3,65v Rg v ms−= − =

3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphère. 

( )2 2
0 0 02 sin . 2 1 cosv g t gv t Rgθ θ= + + −

0M
M

θ

O

R

N
rf

r

θ

N

T
P
r

TP
r

NP
r

+
0θ

0θ

0xvr

0 yvr 0vr

X

Y

T
N

M

T
N

M

P
r

NF
r

NF
r

( )0 0 0 0.cos . sinv v i gt v jθ θ= + +
r rr

b/      Force tangentielle: 
( )0 0

2 2 2
0 0 0

sin
.

2 sin .
T T T

mg gt vdvF m a m F
dt g t gv t v

θ

θ

+
= = ⇒ =

+ +
 

Force normale: Il n’est pas conseillé d’appliquer la formule
2

N
vF m
r

= car le rayon 

de courbure est inconnu, à ne pas confondre avec le rayon R de la sphère !! 

 2 2
N T N TP F F F P F= + ⇒ = −

r r r

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

2 sin . sin1
2 sin .N

g t gv t vF mg
g t gv t v

θ θ
θ

+ += −
+ +

 

Exercice 5.11: 
a/                                              2 11,08.10 .Tg N kg− −=

b/                                               4 11,33.10 .Lg N kg− −=

c/                          2 1, 1,07.10 .R T L Rg g g g N kg− −= − =

d/                                       345000r km=

Exercice 5.12: 
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0
1 2 0 ;

cos
l

l l l tgα
α

= = 

Exercice 5.13: 
a/  

36 144 .  F i t j= −
r r r

b/  

( ) ( ) ( )2 3 2432 288 108 72 288 864r F t t i t j t t kτ τ= ∧ ⇒ = + + + + − +
rr r rr r r

c/  

( ) 236 36 72 . 18p mv t i t j k= = − − +
rr rr r

( ) ( ) ( )3 2 2 4 3144 144 54 72 72 72 288L r p L t t i t t j t t k= ∧ ⇒ = + + + + + +
rr r r rr r

d/ Vérifions que dpF
dt

=
rr

:

36 144 .dp i t j F
dt

= − =
r rr r

 

Vérifions que dL
dt

τ =
r

r :

( ) ( ) ( )2 3 2432 288 108 72 288 864dL t t i t j t t k
dt

τ= + + + + − + =
r

rr r r

Exercice 5.14: 
1/                                       v l uθθ=r r&

2/ 

20 0   ;  .
0 0

r z

O O O z

u u u
L OM p r l L ml u

ml

θ

θ
θ

−
= ∧ = = =

r r r
uuuurr rr r&

&

( )
0

sin .O O O zOM T OM P mgl uτ τ τ θ
 

= ∧ + ∧ ⇒ = = −  
 r

uuuur uuuurr rr r r r
14243  

sin 0g
l

θ θ+ =&&  

( );O OL OM p L m xy yx k= ∧ = −
uuuur rr rr

& &

( )
0

; .O OOM T OM P mgx kτ τ
 

= ∧ + ∧ = 
 

uuuur uuuur rr rr r
14243  

α

O

F
r

0P
r

cosT α
r

sinT α
r

A

'y

y

x 'x

T
r
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0 ;OdL
xy yx gx

dt
τ= − =

r
r

&& &&  

sin 0g
l

θ θ+ =&&  

Appliquons maintenant la relation fondamentale de la dynamique: 

sin 0g
l

θ θ+ =&&  

Les équations  obtenues sont parfaitement identiques. 
 
3/  

0
g
l

θ θ=& ( )2
01T mg θ= + &

Exercice 5.15: 
2 2

/ 12G OL ma θ=
r

& 2 2
/ 2 /A G B GL md Lθ= =

r r
& ( )2 2 2 2

1 22OL m a dθ θ= +
r

& &

Exercice 5.16: 

1/                               2T m lω= 2cos g
l

α
ω

=

2/  

( )2
/ / sin cos . sin .M A M A r zL AM v L ml u uω α α α= ∧ = = +

uuuurr rr r r

2 sin . rF m l uω α=
r r

α

O

X

Y

Z

θ M

l

A

uθ
r

zurzur

ur

T
r

P
r

sinT α
r

( )2
/ / sin cos . sin .M A M A r zL AM v L ml u uω α α α= ∧ = = +

uuuurr rr r r

2 2/ sin .cos .M AdL
ml u

dt θω α α=
r

r

θ

O

P
r

cosP α
r

M
T
r

N

ur
uθ
r
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/
/

M A
M A

dL
dt

τ=
r

r

Exercice 5.17: 
1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la 

gauche, car la force centrifuge attire le pendule vers la droite. 

2/                                           
2

. tan
vR

g α
= 631R N=

3/   

, 91d
R

θ θ= ≈ °

Exercice 5.18: 
2gx x g
L

− = −&&  
3
ga =

2 2

0

2 2 2

2 2 2

2 2.

2 1.
2

2 2 2 2

xv x

b b

g dv g dv gx x g x g dx x g dx
L dt L dt L

dx g gdv x g dx v dv x g dx
dt L L

g gv dv x g dx v x gx
L L

g gv x gx b gb
L L

 − = − ⇒ = − ⇒ = − 
 

   = − ⇒ = −   
   

   = − ⇒ = −   
   

= − − +

∫ ∫

&&

 

2 22 2 2
3 9

gx L v b bL L
L

 = ⇒ = − + − 
 

Exercice 5.19: 

1/                                          0 0

0 0

tan
r zr z r

z z r
α = = ⇒ =

2/ D’après le cours, nous savons que l’accélération du point M en coordonnées 
cylindriques est: 

{
2 2

zr

r
aa a

a r r u r r u z u
θ

θθ θ θ
  

= − + + +     
   

r r r r& && &&& & &&123 14243  

Si le point reste sur la surface du cône: 0

0

z
z r

r
= &&&& . Les forces agissant sur le point matériel 

sont son poids P
r

, à composante unique zP mgu= −
r r , et la force de réaction R

r
de la surface qui 

a deux composantes cos . sin .r z r zR R R R u R uα α= + = − +
r r r r r .

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur 
les trois axes du repère cylindrique. Nous obtenons: 

A

B

C

x

α

O

cF
r

P
r

T
r

R
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 1

cos . sin .

cos . sin 2

r z r z

r z z

r z

P R ma F

F F F F m r r u m r r u mzu

F R u R u mgu

F R u R mg u

θ θθ θ θ

α α

α α

+ = =

= + + = − + + + →

= − + −

= − + − →

r r rr

r r r r r r r& & &&&& & &&
r r r r

r r r

 

Par identification des deux équations ( )1 et ( )2 on obtient trois équations à trois inconnues: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2

0

0

cos 3

0 2 4

sin 5

R m r r

m r r

zmg R m r
r

α θ

θ θ

α


− = − →

 = + →

− + = →


&&&

& &&&

&&

 

x

y

z

H

0M

ur

zur

uθ
r

0θ
0

0z
O

3/ De l’équation ( )4 on en déduit l’équation 2 0r rθ θ+ =& &&& , qui est la dérivée de la 

quantité 2r θ&par rapport au temps. Ceci nous conduit à 2 ter Cθ = :
( )'2 2 22 . 0 ter rr r r Cθ θ θ θ= + = ⇔ =& & && &&

Nous connaissons l’expression de la vitesse linéaire en coordonnées cylindriques à partir 
de  laquelle nous déduisons la vitesse initiale: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0r r r rv t r t u r t t u z t u v r u r u z uθ θθ θ= + + ⇒ = + +r r r r r r& && && &  
L’intensité de la vitesse initiale est donc: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2
0 0 0 0 0v r r zθ    = + +    

&& &

L’énoncé nous impose l’expression de θ& sans ( )0r& ni ( )0z& . Ceci n’est possible que 

sous des conditions initiales de la forme ( ) ( )0 0 0r z= =& & . C’est ce que nous admettons dans le 
reste de l’exercice. Partant de là, la vitesse initiale est: 

( ) ( ) ( )0 0 0v r θ= &

Suite à tout cela, nous pouvons poursuivre notre étude tel que: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22

2

0 0
2

0 0

0 0

0 . 0 . 0

0 0 . 0

0 , 0

ter C r t t r

r r
t

r t
r vv r
r

v v r r

θ θ θ

θ
θ

θ θ

= ⇒ =

=

= ⇒ =

= =

& & &

&
&

& &
 

4/ L’équation ( )5 fait l’objet de cette question car elle renferme une fonction 

unique ( )r t , contrairement aux équations ( )3 et ( )4 qui sont fonctions de ( )r t et ( )tθ en 

même temps. De l’équation ( )3 nous pouvons écrire:  

0

0

1
sin

zR mg m r
rα

 
= + 

 
&&

Remplaçons R par cette dernière expression dans l’équation ( )3 pour obtenir: 

( ) ( )

( )

0 0 0 0 0

2 4
0 0 0 0

2 2 3 2 2
0 0 0 0

, , , ,

1. 6

A r v z A r z g

v r z rr g
r z r r z

− = − →
+ +

&&

14243 14243
 

5/ Si le mouvement est circulaire uniforme cela veut dire qu’à chaque instant 
( ) ( )0r t r= , en même temps que ( )( )tet Cθ =& . L’expression ( )4 devient:  

2 4 2
1 0 0 0 01

2 2 3 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1.v r z r zvg g
r z r r z r z r z

= ⇒ =
+ + + +

 

La vitesse demandée est donc: 1 02v gz=

6/ Multiplions l’équation ( )6 par 2 & pour obtenir : 3

22 2rrr A Br
r

+ =
&

&&& &

La première intégration donne: ( )2
3 2

22 2 2 7r Arrdr A dr Brdr r Br C
r r

+ = ⇒ − = + →∫ ∫ ∫
&

&&& & & & & &  

Pour obtenir la constante C on doit revenir aux conditions initiales citées plus haut 
( )0, 0 0t r = = & :

2 20 2 2A ABr C C Br
r r

− = + ⇒ = − −  

L’équation ( )7 devient finalement: 

( )2
02 2

0

1 12 2r A B r r
r r

 
= − + − 

 
&

Exercice 5.20: 

, ,
x x x

r y v y a y
z z z

     
     
     
     
     

& &&
r r r

& &&

& &&
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( ) ( )
( ) ( )

0

0 0

0

0 1

i j k
v B x y z Bz

B By

F q E v B q Ek i Bzj Byk

F q i Bzj E By k

−  
 ∧ = =  
 − 

= + ∧ = + + −

 = + + − → 

rr r

rr
& & & &

&

r rr r r r rr
&&

rr r r
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En tenant compte des conditions initiales: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 :

0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0 , 0 0
t
x y z x y z
=

= = = = = =& & &

( ) ( )

( )

( ) ( )

0 0 0 0 3

4

5

temx x x C x
q qmy qBz y Bz y Bz
m m

q qmz q E By z E By
m m


= ⇒ = ⇒ = = = →


 = ⇒ = ⇒ = →

 = − ⇒ = − →

&& && & &

&& && && &

& &&& &&

 

Dans l’équation différentielle ( )5 on remplace y& par sa valeur tirée de l’équation ( )4 :

( )

( )

( )
2

0 6

7

8

x
qy Bz
m

q qz B z E
m m


 = →
 = →

  + = →    

&

&

&&

 

En posant qB
m

ω = , l’équation ( )8 s’écrit : 

2 qz z E
m

ω+ =&&  

Déterminonsα et β à partir des conditions initiales en utilisant les deux équations: 
 

( ) ( )

2

2

sin cos

cos sin

0 , 0 0 ,  0 0 0 ,  

mEz t t
qB

z t t
mEt z z
qB

α ω β ω

αω ω βω ω

α β

= + +

= −

= = = ⇒ = = −

&

&
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Nous obtenons à la fin l’expression ( )z t :

( ) ( )
{

{

( ) ( )

2 2 2cos 1 cos

 1 cos
a

mE mE mEz t t z t t
qB qB qB

z t a

θ

ω ω

θ

 = − + ⇒ = − 
 

= −

Il nous reste à définir l’équation ( )y t . Dans l’équation ( )7 on remplace z , puis on intègre 

pour arriver à l’expression ( )y t :

( ) {

( ) ( ) ( ) ( )

1 cos cos

sin sin

y a y a a t

y t a t t y t a
θ

ω θ ω ω ω

ω ω θ θ

= − ⇒ = −

= − ⇒ = −

& &

 

Finalement: 
( )
( ) ( )
( ) ( )

0

sin

1 cos

x t

y t a

z t a

θ θ

θ

 =


= −
 = −

Se sont là les équations paramétriques caractéristiques d’une cycloïde. 
z

xO

2a

2 aπ
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EXERCICES 

��������� 

�����1.5 
��� ����	D
���� 5,5kg
�� ��� ������ ���� 

�����ABC)����� �  ��!"�(
������ �"$ � %
����"� ���'EE&	��' &���� 10 /tours mn.

)��*:
�/%����" &	��"� &���"� 

)/%���"� ��� 
��"� �-  �� 
./%�	�"� ���� 
�/�-  �� ��-�	 ��" &�'/"� &	��'"� &���"�

0����"� .$�1�29,8g ms−=.

Exercice 5.1 
Un corps D de masse 5,5kg (figure ci-dessous) se 

déplace sans frottement sur la surface d’un cône 
ABC , en tournant autour de l’axe 'EE avec une 

vitesse angulaire de 10 /tours mn . Calculer : 
a/ la vitesse linéaire du corps, 
b/ la réaction de la surface sur le corps, 
c/ la tension du fil, 
d/ la vitesse angulaire nécessaire pour rendre nulle la 

réaction du plan.  
On prend 29,8g ms−=

60°

E

'E
A C

D

4,5m

B

�����2.5 
2���"� &��� �$� � &��3� �����4� 0�5 �������:

1/�'��� �  ���	 
���* ��!"� �  )	6�"� �* �7��
&	"��"� &"��-�"� 8���� �* ��!�:

( )1 2 3 1 2 3 24m m m l m m l+ = 

2/)	6�"� ��� �	��"� �3���	 ��"� 2��"� ���*.

Exercice 5.2  
En considérant les forces de frottement comme 

négligeables ainsi que la masse de la poulie, 
1/ montrer que la barre AB dans la figure ci-

dessous sera en équilibre à condition que l’équation 
suivante soit vérifiée : 

( )1 2 3 1 2 3 24m m m l m m l+ = ,
2/ trouver la force que le couteau exerce sur la 

barre. 
 

3m

2m

1m

O
1l 2l

A B
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�����3.5 
�	����"� ��� �$� � �����4� 0�5 ��3� �	���"� �$7 � 

	����" &���5 �	9 �7���-� ��"� ��	�"� ��.
�	�"��"� �� �� �  
���* ��!"� ����* :������ ���*

( )a�( )b.

Exercice 5.3  
Dans cet exercice on néglige les forces de frottement 

ainsi que les masses des poulies et celles des fils que 
nous considérons comme inextensibles.

Trouver les accélérations des corps de la figure ci-
dessous dans les deux cas ( )a et ( )b .

3m

2m

1m

( )a
3m

2m

1m

( )b

�����4.5 
�	�	 ��!"� ���� 
��; 5N���6�� ��� <����
�!� �=�� �>35θ = °.���-� �����4� �����"� 

�7 0.80.$�1�210g ms−=.
�/���7&	��' �	�"� &�'/"� ��" ?��	 ���"� @

)/���72�5 �����4� �����"� 	�A��� &@
./���72��"� &	�A��"� ��� �	� 35°@
�/���72�5 �����4� �����"� ��� �	�"�35°@

Exercice 5. 4 
La figure ci-dessous représente un corps dont le 

poids est 5N et qui repose sur un plan rugueux 
incliné de 35θ = ° . Le coefficient de frottement 
statique est 0.80 . On prend 210g ms−= .

a/ Quel doit être l’angle d’inclinaison pour que le 
corps décolle ? 

b/ Quelle est la force de frottement statique 
maximale? 

c/ Quelle est la force normale pour 35° ?
d/ Quelle est la force de frottement statique pour une 

inclinaison de 35° ?

θ

m
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�����5.5 
�	�	 ��!"� ���� 
��; 8N���6�� ��� <���� 

�!� �=�� )35θ = °.���-� �����4� ����"� �7
0.40.$�1�210g ms−=

�/���7&	��' �	�"� &�'/"� ��" ����	 ���"� &���� 
�;&�� @
)/���72��"� &	�A��"� ��� �	� 35θ = °@
./���72�5 �����4� ����"� ��� 35θ = °@
�/���7B����"� ��� �	�35θ = °@

Exercice 5.5 
La figure ci-dessous représente un corps dont le poids 

est8N et qui repose sur un plan rugueux incliné 
de 35θ = ° . Le coefficient de frottement cinétique 
est 0.40 . On prend 210g ms−= .

a/ Quel doit être l’angle d’inclinaison pour que le 
corps glisse avec une vitesse constante ? 

b/ Quelle set la force normale pour une inclinaison 
de 35θ = ° ?

c/ Quelle est la force de frottement pour 35θ = ° ?
d/ Quelle est l’accélération pour une inclinaison 

de 35θ = ° ?

θ

m

�����6.5 
��� ?6�	B
���� 3kg��C ��� ��� A


����5kg)����� �  ��!"� .( ���� ��� D����
���"� �	� ������A
	�� '���	 <$"� 
��"� �.

��7 �	���"� �	� ����"� � �����"� �����4� /��-�
�"���"� ���0, 2�0,1.

�/�� ��� �3�	��� ����"� &	�A��� 2��"� �7 ��
@�-� �	���"� E���F ?� &���"� 8"'�� ��� ��� 

)/@&	�A��� 2��"� G$7 8��� �	� B����"� �7 �� 
./���"� B���� �7 ��B�� ���* 2�5 :��� �$F 

�A��� 2��"����"� ��� &���� G/�* 2���$�"� &	A@
���"� ��� &����B@

Exercice  5.6
Un corps B de masse 3kg est placé sur un autre 

corps A de masse 5kg (figure ci-dessous). On 
suppose qu’il n’y a pas de frottement entre le corps A
et la surface sur laquelle il repose Les coefficients de 
frottement statique et cinétique entre les deux corps 
sont respectivement 0, 2 et 0,1 .

a/ Quelle force maximale peut-on appliquer à 
chaque corps pour faire glisser le système en 
maintenant ensemble les deux corps ? 

b/ Quelle est l’accélération quand cette force 
maximale est appliquée ? 

c/ Quelle est l’accélération du corps B si la force est 
plus grande que la force maximum ci-dessus et est 
appliquée au corps A ? et appliquée au corps B ?

B

A F
r
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�����7.5 
&��� :-6�2m&��� 8�  1m��� &���"� :-6� �; %

&	��'� �=�� 0����α8 �� ?� .�����H� ���-�
�	� ����"�1m�2m�7 2h�	� � %1m
��"� �

�7 �=��"�1h.
�	����"� �� �� B���� )��*.

<��� 8	���:

1 2 2
2

1

2 0,3  ,  8   ,

5 , 60   ,  9,8

h h m kg
m kg g msα −

= = =

= = ° =
 

Exercice 5.7
On pose une masse 2m sur une masse 1m , puis on 

pose l’ensemble sur un plan incliné d’un angleα par 
rapport à l’horizontal. Le coefficient de frottement 
cinétique entre 1m et 2m est 2h , et entre 1m et la 

surface inclinée il est 1h .
Calculer les accélérations des deux masses. 
Application numérique :   

1 2 2
2

1

2 0,3  ,  8   ,

5 , 60   ,  9,8

h h m kg
m kg g msα −

= = =

= = ° =
 

�����8.5 
�	���"� �����A�B��7 
���* ��!"� ��� ���

�"���"�10kg�5kg.>" �����4� ���-�A?� 
�7 &"���"�0, 20.�	�"� D���� ��� 2���"� &��� ��3�

�����H� �	�� � &���"� ��3� .&	�IJ�� &���"� ���*
>"C?��� ��"� A����"� �� .&���"� B���� )��*

��- � �$FC.

Exercice 5.8
Les masses des corps A et B sur la figure ci-dessous 
sont respectivement 10kg et 5kg . Le coefficient de 
frottement de A avec la table est  0, 20 . La masse 
de la poulie est négligeable. Le fil est inextensible et 
de masse négligeable. Trouver la masse minimale de 
C qui empêche A de bouger. 
Calculer l’accélération du système si on soulève C .

C

A

B

�����9.5 
� &	��� &��� K$���3��� m&	=����� &���� 0vr?�J� 

&	��'"�θ&	6��� &	�$��"� ���" ?6�� � 8 �� ?�.
I/
���
� �� ���
� ���:

1/������ F���"� �3	�� 8�� � &	���"� &���"� �'�F
�	����".����"� $=�	� )��F B( )a tr

.

)��*:
2/&���"�( )v tr

.

3/?6��"�( )OM t
uuuur

.

4/& ���"�maxOA x=.

Exercice 5.9 
Un point matériel de masse m est lancé avec une 

vitesse initiale 0v faisant un angle θ avec 
l’horizontale. Il est soumis au champ de gravitation 
terrestre. 

I. Le tir a lieu dans le vide: 
1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe 

fondamental de la dynamique. Calculer alors 
l’accélération ( )a tr

.
Calculer : 
2. la vitesse ( )v tr

.

3. la position ( )OM t
uuuur

.

α

2m

1m
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5/��A��� B����4�maxz&�	$�"� 
I��� <$"� .
II /�� ���
� ����
�:

���"� &���"� ?6�� �� .'" �����4 &	

B��"�.f k v= −
r r

.
1/������ F���"� �3	�� 8�� � &	���"� &���"� �'�F

�	����".

2/D	�-��ar>� 
dv
dt

r
&"��-�"� ��� �J�� ���* �L	� %

&	"��"� &	�6���"�:
dv k v g
dt m

+ =
r

r r

3/&	A��"� &����" &	��-!"� 2���-"� M����F( )v tr
.

&	�� &�	5 �"F ��N� 2�	��� G$7 �* �L	�L
mv g
k

=r r.

4/?6��"� M����F( )OM t
uuuur

.������ ������ )��*
B�-!"� �$7.

5/&A��"� )��*st2��$"� &�	$�"� �3	  O��� ��"� S
�	������"� �	�	;���H� M����� � �7����"sx�sz.

6/����� ������ ��� ���	 ����"� �* �7��t →∞.
/III������ ���� :

��!"� ���* � ��	�"� P�� ��� �����" ��-"� 
�	�"��"�:

1/Q���"� �  ���"� ��	 )������ ���� ���.(
2/E��3"� �  ���"� ��	 ).'" ������ ����.(

4. la distance maxOA x= .

5. l’altitude maximale maxz atteinte par ce projectile. 
II. Le tir a lieu dans l’air: 
Le point matériel est soumis à un frottement 

visqueux du type .f k v= −
r r

:
1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe 
fondamental de la dynamique. 

2. En remplaçant ar par 
dv
dt

r
, montrer que l’on 

obtient l’équation différentielle suivante: 
dv k v g
dt m

+ =
r

r r
.

3. En déduire l’expression vectorielle de la vitesse 
instantanée ( )v tr

. Montrer que celle-ci tend vers une 

valeur limite L
mv g
k

=r r
.

4. En déduire la position ( )OM t
uuuur

. Ecrire les 
expressions des composantes de ce vecteur. 
5. Calculer l’instant st pour lequel le projectile 

atteint le sommet S de la trajectoire et en déduire les 
coordonnées sx et sz correspondants. 
6/ Démontrer que la trajectoire a une asymptote 
lorsque t →∞ .
III. Synthèse graphique : 
Tracer qualitativement sur un même graphique la 
trajectoire dans les deux cas suivants: 
1. le tir a lieu dans le vide (pas de frottement).
2.le tir a lieu dans l’air (frottement visqueux). 

�����10.5 
�7��5 KJ� 2�� ?6��2R m=�7'��� �O

�� * 0���� ��� .�3���� &�	�� 8"'��m�� 
&���"� �� �3��; �	;1� :�� ����"�0M�  &-5��"� 

2��"� KJ� ���*.
1/&�	��"� G$7 &���" &	�6���"� &"��-�"� )���

�H� �����4� ���-� �* ���� �354'�� E��;* �54'
 �7 2��"� 
�� ���µ.

2/������� ��� !�:
�/&���"� ��� &�����"� &���"� �* �	�M

&	��'"�� & �-�"��
0MOMθ =&5/-"�� ��-� 

Exercice 5.10
Une demi sphère de rayon 2R m= et de centre O
repose sur un plan horizontal. Une particule de masse m ,
partant du repos du point 0M situé en haut de la demi-
sphère, glisse sous l’action de son poids. 

1/ Ecrire l’équation différentielle du mouvement de la 
particule au cours de son glissement, sachant que le 
coefficient de glissement sur la surface de la sphère 
est µ .

2/ En négligeant les frottements: 
a/ démontrer que la vitesse acquise au point M défini 

par l’angle 0MOMθ = est donnée par 

l’expression ( )2 1 cosv Rg θ= − ,

0vr

θ
O X
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( )2 1 cosv Rg θ= −%

)/&	��'"� ����� $=��� M����F0θ�� ��"� 
%&�	��"� R5�� %2��"� 
�� &�	��"� ���I� �3��* 

./&���"� )��*0v&� ���"� .

3/&���"� &�	��"� 2���I� ���M&���"�� 0v
)��	:
�/&���"� ���	Fv&"4�� &����" &	A��"� 

0 0, , , ,g R v tθ%
)/&	�A��"� 2��"� � &	����"� 2��"� ���! .

b/ en déduire alors l’angle 0θ sous lequel la particule 
quitte la surface de la sphère, discuter le résultat,  

c/ calculer la vitesse 0v correspondante.  

3/ Au moment où la particule quitte le point M avec la 
vitesse 0v , on demande : 

a/ de trouver la vitesse v instantanée en fonction 
de 0 0, , , ,g R v tθ ,

b/ les modules des forces tangentielle et normale.  
 

0M
Mθ

O

R

�����11.5 
S���J"� "�"��C "���	 &���� ��D��� �"F 

���"� .�-�	 ���"� ����D�& ���� 
83.84 10 m×.&��� D��� 245.98 10 kg×
���	� &��� ���"� 227.36 10 kg×.

�/���72�! ��� &	�$��"� &	6��� ����� ���	 
S���J"� � KJ��� "�&����	� D��� ����"� @

)/���72�! ��� &	�$��"� &	���"� ����� 	��� 
S���J"� � KJ��� "�&����	� D��� ����"� @

./���72�! ���"� M���"� ����� &	�$��"� 
&	6��� ���� &	�$��"� &	���"� ����� ���	 

S���J"� � KJ��� "�&����	� D��� ����"� @
�/��� <*�-� ��'��� D��� ��-�	"���� 

�� M���"�	�$��� ��D�� ���"� �@

Exercice 5.11
La fusée « Apollo » effectue un voyage de la terre à la 

lune. La lune est à la distance 83.84 10 m× de la terre. 
La masse de la terre est 245.98 10 kg× tandis que celle 

de la lune vaut 227.36 10 kg× .
a/ Quelle est l’intensité du champ de pesanteur  de la 

terre lorsque la fusée se trouve à mi-chemin entre la terre 
et la lune ? 

b/ Quelle est l’intensité du champ de pesanteur  de la 
lune lorsque la fusée se trouve à mi-chemin entre la terre 
et la lune ? 

d/ Quelle est l’intensité du champ résultant du champ de 
pesanteur  de la terre et celui de la lune lorsque la fusée 
se trouve à mi-chemin entre la terre et la lune ? 

e/ A quelle distance du centre de la terre le champ 
résultant des deux champs terrestre et lunaire s’annule-t-
il ?  
 

�����12.5 
��3�� �� ��� �	�;���� �		�� �	6��� ��� � ���

l&"�� � ���� .��;" ��3�� �� ?6�	 �	�0P
r

&"����� $�1	0l��3����� :��;� 2���� %

&���!�"�k./�; 8�-�0P�	6���"� ��* �"F 
<$"� ��U� D���"� &����� ��;"� �	� * )��� �

2�	I�� 2��� 
�$��F
r

.&	��' ���� ?�J	α?� 

��5�!"� .>" &�	5 �� ��* ��α2���" &����� F
r

%
D���"� �	���	( )1>� 1lD���"� �( )2���;"� 

>�2l.�	�"����H� )��*1l�2l&"4�� α�0l.

Exercice 5.12
On dispose de deux ressorts linéaires identiques de 

longueur au repos l . Chacun, soumis à un poids 0P
r

,

prend un allongement 0l , déterminé par leur raideur 

commune k . On suspend un poids 0P à l’un des ressorts 
et on tire horizontalement le poids à l’aide de l’autre 
ressort que l’on tire avec une force variable F

r
. Le 

premier fait alors un angle α avec la verticale. Pour 

chaque valeur de α correspondant à une force F
r

, le 
ressort ( )1 prend un allongement 1l et le ressort ( )2 un 

allongement 2l . Calculer les allongements 1l et 2l en 

fonction de α et 0l .
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α

O

A F
r

0P
r

B

�����13.5 
�-! ��-	
���� ���" ?6��"� B6kg:

( ) ( ) ( )( )2 3. 3 6 . 4 . 3 2r i t t j t k t m= − + − + +
rr rr

���*:

�/2��"�F
r

%���"� ��� 2�;N�"� 

)/�'�F
r

%F����" &���"�� 
./&���"� &	��pr�"�� ����"� 
�'� � ����" &��

%F����" 

�/�* ��1�
dpF
dt

=
rr

�* �
dL
dt

τ =
r

r
.

Exercice 5.13  
On donne le vecteur position

r
d’un corps de masse 

6kg : ( ) ( ) ( )( )2 3. 3 6 . 4 . 3 2r i t t j t k t m= − + − + +
rr rr

.

Trouver : 
a/ la force F

r
agissant sur le corps, 

b/ le moment de F
r

par rapport à l’origine, 
c/ la quantité de mouvement pr du corps et son 

moment cinétique par rapport à l’origine, 

d/ vérifier que 
dpF
dt

=
rr

et que 
dL
dt

τ =
r

r
.

�����14.5 
&��� �� P��� ����	m&���"� �  &��;� M�	�" 

"�� � &��3� 
����l.&���"�� �	-� �	�"� ?6��

&3���"� &	��'"�� ��5�!�"θ.���� &���"� ���
������.

1/2����"� �  ���( ), , ,r zO u u uθ
r r r

�� %

&���M?����" &���"��R.
2/�'-"� &	�A� ���-���� &���"� &"��-� ?6

 �	�����"� �� �� �  ����"�( ), , ,r zO u u uθ
r r r

�( ), , ,x y zO u u ur r r
.�"� �* �7�����= ���� �	�"��- .

������ F���"� 8	���� �3��� &"��-�"� �	�� �� ���*
�	����".

3/2�	IJ"� &-�"� :�$ :�'�'�74� �������
���0θ�� P���"� ���� ��� �	�"� ���� 2���� �� %

&"4�� �'���"� ?6��, ,m g l�0θ.�$F �7 ��
@?���	 4 ��� �	�"� ���� �  ��!"� 

Exercice 5.14 
Un pendule est constitué d’une masse m accrochée au 
point M à un fil de masse négligeable et de longueur l .
Le fil est repéré par rapport à la verticale par l’angle 
orientéθ . Le mouvement s’effectue sans frottement. 

1/ Exprimer dans la base ( ), , ,r zO u u uθ
r r r

la vitesse 

de M par rapport  au référentiel R .
2/ Etablir l’équation du mouvement en utilisant le 

théorème du moment cinétique dans chacune des deux 

bases ( ), , ,r zO u u uθ
r r r

et ( ), , ,x y zO u u ur r r
. Démontrer 

qu’elles sont équivalentes Retrouver cette même 
équation en appliquant le principe fondamental de la 
dynamique. 

3/ En considérant des oscillations d’amplitude 0θ ,
trouver l’expression de la tension du fil lors du passage 
du pendule par sa position d’équilibre. Quelle est donc la 
condition sur la tension du fil pour que celui-ci ne casse 
pas ? 
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�����16.5 
&	��� &��� ����M�3���� m�	9 �	�� &�J�� %


"�� �����" ���5l&���; &��� �"F A��� %
����"�AZ&���; &	��' &���� ω.

1/:��� �$Fα�3-�J� ��"� &	��'"� �7 AM?� 
����"� )��* %��5�!"�T��" &	��'"� �; �	α

&"4��, ,m g l�ω.
2/F���"� :�$ &	������� :�	;���H�� )��*O

>" ����"� �'-"� 2����M>" &���"�� A.
&�J�� �'� <���� ��'�" &���"�� 
���!� �* ��1�

��� &����"� 0��"�A>" &���"�� M.

Exercice 5.16
Un point matériel M , de masse m , lié par un fil 

inextensible de longueur l à un point fixe A , tourne 
avec une vitesse angulaire constante ω autour de l’axe 
AZ .

1.α étant l’angle que forme AM avec la verticale, 
calculer la tensionT du fil  puis l’angle α en fonction 
de , ,m g l etω .
2. Calculer en coordonnées cylindriques d’origine O
l’expression du moment cinétique de M par rapport 
à A .

Vérifier que sa dérivée par rapport au temps est égale au 
moment par rapport à A de la résultante des forces 
appliquées à M .

α

O

X

Y

Z

θ
( )M m

l

A

�����15.5 
�	�	��� �	�	��� ��36���� %����;���� ����� :�;�

&��� :�$m)	65 ���3� �  %AB&��3� 
���� 

"�� �2d.� E���"� ��� ����"� )	6�"� �$7
0����"�( ),OX OY�  �J���� %G8�� ?� 

�3"�� � &��3� �3����a.�	�	��'"�� &���"� �	-�1θ
�2θ)��!"� �A�*.(

����"� �'-"� 2�!��� )��* OL
r

&����" 

&���"��&����" O&"4�� 1, , ,m a l θ�2θ.

Exercice 5.15 
Deux boules identiques, assimilables à deux points 

matériels de masse m , sont fixées aux deux extrémités 
d’une barre AB de masse négligeable et de 
longueur 2d . Cette barre, astreinte à rester dans le plan 

( ),OX OY , est articulée en G à une tige OG de 
masse négligeable et de longueur a . Le mouvement est 
repéré par les angles 1θ et 2θ
(voir figure). 

Calculer directement le moment cinétique OL
r

du 

système par rapport au point O en fonction 
de 1, , ,m a l θ et 2θ .

O X

Y

G
A

B

1θ
2θ
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�����17.5:
�� �"F 8�-� �	�� P��� ��� �	�	 ���5 &��� K

&	���� &	6�* 8�  �	���� ��
&����1120 .km h−.P���"� �* � ��� A�/	

&	��' �-��J %�	�	"� ��� 21�  K���	10α = °?� 
2�� ?6�"� ��7 ��� A ��	 V��5�!"�30�; %&	��; 

	-��5�!"� �"F ��.
1/@��5�!"� �� P���"� K����� ���� K	� 
2/E����4� ��5 KJ� )��*.
3/@����"� �3� ������ ��"� &	��'"� �7 �� 

$�1�29.8 .g m s−=.

Exercice 5.17
Un pendule simple est suspendu au toit du wagon d’un 

train qui roule en ligne droite sur un terrain plat à une 
vitesse de 1120 .km h− . Un passager s’aperçoit que le 
pendule dévie subitement vers la droite, faisant un 
angle 10α = ° avec la verticale ; il conserve cette 
position pendant 30 secondes, puis revient à la 
verticale. 

1/ Comment interprétez-vous la déviation du pendule ? 
2/ Calculer le rayon de courbure. 
3/ De quel angle le train a-t-il tourné ?  
On prend 29.8 .g m s−= .

�����18.5 

���� ���M
"�� ��� ��A���� &�'�� L

)����� �  ��!"� (������ ���� 84'�4� 
���	
 ��5 KJ� :�$ ������" &���5 �	9 2��� L'�� ���

��� �	IJ .������ &���"� *��� ���BC b=.

��" 
�* �7��
2
3

BC L=B����"� �W  %�7
3
ga =

�7 &���"� 2���� �:

22 2
9

gv bL b L
L
 = − − 
 

.

<��� 8	���:12L m=�7b m=.

Exercice 5.18
Une corde de masse M uniformément répartie sur sa 

longueur L (figure ci-dessous) peut glisser sans 
frottement sur la gorge d’une poulie bloquée de très petit 
rayon. Quand le mouvement commence BC b= .

Montrer que lorsque
2
3

BC L= , l’accélération est 

3
ga = et la vitesse 22 2

9
gv bL b L

L
 = − − 
 

.

Application numérique : 12L m= et 7b m=

A

B

C

b

�����19.5 
&	��� &��� �����M�3���� m��� ������ ���� 
" �����"� 
��"�G���� ����� �����( )Oz
��5 O

&	�*�"� 
�	��' KJ� �α.
&A��"� � t>" ���� %0M:�	;���H� 

&	�������( )0 0 0, ,r zθ.���-	 &	�$��"� B����

 &	6���gr&�	-�"� &����"� �  ��A��� .

?���"�( )0, , ,r zR u u uθ
r r r

��	�9 .

1/&���"� ��� �* �7��M>� 
" '����"� %z%

Exercice 5.19
Un point matériel M de masse m se déplace sans 
frottement sur la surface intérieure d’un cône de 
révolution d’axe ( )Oz , de sommet O et de demi-
angle au sommetα .

A l’instant t , 0M a pour coordonnées 

cylindriques ( )0 0 0, ,r zθ . Dans la région considérée, 

l’accélération de pesanteur gr sera considérée  comme 

uniforme. Le référentiel ( )0, , ,r zR u u uθ
r r r

est 
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>� ��-�0

0

zz r
r

=.

2/-"� 8��� �	����" &	����� &5/R�3���* �; 
:�	;���X" &	���"� 2����"� ���

&	�������( ), ,r zu u uθ
r r r

.:4��-�"� &��� )��*
�3	�� �J���"� &;/;"� &	�6���"�.

3/&5/-"� M����F( )0 0, ,f r v rθ =&&����"� 2���-" 

&���"� B����" &	6�-"�M.
4/�����" &	�6���"� &"��-�"� ?6( )r t��!"� ��� :

( ) ( )0 0 0
0 03

, ,
, ,

A r v z
r B r z g

r
+ =&& 

5/&	=����H� &����" &�	5 <* ��� ��( )1 0 ,v f z g=
&����" ���	M�7��5 KJ� &�A��� &	�=�� &��� 0

����"� ��� %�����"� ���( )Oz@

6/� )�6F2 &:�$ &	�6���"� &"��-�"� � �� 
��"�( )r t��'�" &���"�� 2���� 2�� �3���� �t.)��*

�� �J��"� &	�6���"� &"��-�"���!"� ��� �3	:

( )2
0 0 0, , , ,r f r v z r g=&

galiléen. 
1/ Montrer que la côte du point M , notée z , est 

donnée par : 0

0

zz r
r

= .

2/ Appliquer la relation fondamentale de la 
dynamique dans R et la projeter sur la base locale des 
coordonnées cylindriques ( ), ,r zu u uθ

r r r
. Ecrire le 

système des trois équations différentielles obtenues. 
3/ Déduire la relation ( )0 0, ,f r v rθ =& de 

l’expression de la composante orthoradiale de 
l’accélération du point M .

4/ Mettre l’équation différentielle d’intégrale ( )r t
sous la forme: 

( ) ( )0 0 0
0 03

, ,
, ,

A r v z
r B r z g

r
+ =&&  

5/ Pour quelle vitesse initiale ( )1 0 ,v f z g= le 

point M a-t-il un mouvement circulaire uniforme de 
rayon 0 sur le cône, autour de l’axe ( )Oz ?

6/ Multiplier par 2 & les deux membres de l’équation 
différentielle de solution ( )r t et l’intégrer une fois 
par rapport au temps t . Présenter l’équation 
différentielle obtenue sous la 
forme : ( )2

0 0 0, , , ,r f r v z r g=& .

x

y

z

H

0M

ur

zur

uθ
r

0θ
0

0z
O

�����20.5 
�3���! &�	�� �����q�3���� �m&���� vr�  

��	���I���3� ���� )�7 �=���3�"� ����"�Ek
r

�7 ��	���I�"� ����"� �Bi
r

(��!"� �� 2��� �;1�� :

( )F q E v B= + ∧
r r rr

D����E
r

�B
r

� ����; G���4� � 2�!".
�  &�	��"� ����� &"��"� G$7 �  �* ��1�

Exercice 5.20
Une particule de charge q et de masse m , se 

déplaçant avec une vitesse vr dans un champ 

électromagnétique  (le champ électrique étant Ek
r

et 
le champ magnétique Bi

r
) subit une force de la 

forme : ( )F q E v B= + ∧
r r rr .

On suppose E
r

et B
r

constants en module et sens. 
Montrer dans ce cas que la particule se déplace dans 

le plan yOz selon une trajectoire en forme de 
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0����"�yOzG��"��-� <�	�� ���� 8 � :

( ) ( )siny t a θ θ= −�( ) ( )1 cosz t a θ= −.

?�
ma
q

=�
qB
m

θ =.	=����4� &���"� &

&���-� .

cycloïde d’équations : 

( ) ( )siny t a θ θ= − et ( ) ( )1 cosz t a θ= − .

Avec
ma
q

= et
qB
m

θ = . La vitesse initiale est 

nulle. 
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 :6.1Corrigés des exercices 1.1 à 1.6 إ	�.�11
�ل ا	���ر�� ��

 
Exercice1.1: 

La première erreur se trouve dans la sixième ligne : [ ] 2 3 1V ML T I− −=

et l’unité: 2 3 1. . .V Kg m s A V− −→ =
La deuxième faute est dans la septième ligne: [ ] 3 1E MLT I− −=

et l’unité: 3 1. . /E Kg m s A V m− −→ =
Remarque: dans toutes les solutions des exercices suivantes nous nous basons sur les 
résultats du tableau de l’exercice1.1 après correction des deux fautes comme indiqué  
ci-dessus.  

 
Exercice1.2: 

Dimension de la constante de raideur: 

[ ] 2;TT kx k k MT
x

−= ⇒ = = 

Exercice1.3: 
a/ Dimension de la constante de gravitation universelle: 

[ ]
2

1 3 2; G
'

FdG M L T
mm

− −= =  
b/ Dimension de la permittivité du vide: 

[ ] 1 3 4 2
0 02 ;

4
q M L T I
r E

ε ε
π

− − += =  
c/ Dimension de la permittivité magnétique: 

[ ] 1 2 2
0 0

.2  ;    B b M LT I
I
πµ µ + − −= =  

e/ Dimension du produit ( ) 1/ 2
0 0.µ ε − :

[ ] [ ]1/ 2 1
0 0 TL vµ ε − −= =  

Exercice1.4: 
Dimension de la densité de courant: 

2 2J A/m .lEJ A m
SR

−= → =

Exercice1.5: 

On remarque que la quantité 
0

a
V

représente une pression, donc  

[ ] [ ]
[ ]

1 2

0

Fa p ML T
V S

− − 
= = = 

 
 

D’où: [ ] 2 2a ML T+ −=



2

b ne peut être qu’un volume, donc:  
 [ ] [ ] 3

0b V L+= =  

De tout ce qui précède, on en conclu que la quantité RT représente le produit d’une pression 
par un volume, d’où: 

[ ] [ ][ ] [ ] 2 2 1;RT P V      R ML T K+ − −= =  

Exercice1.6: 
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

2 2

2 2

2 2

2 2

.

.

.

.

cE M L T

E M L T

E M L T

W M L T

−

−

−

−

=

=

=

=
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�� �������	 
��
22.4 ��� 27.4 Corrigés des exercices 4.22 à 4.27 

Exercice 4.22: 

1/                                      2 21 3. . .
2 2

r bt i ct j bt k= + +
rr rr

( )2 2

, , 3

. . 3 .    ;    10

x y zx v bt y v c z v bt

v bt i c j bt k v bt c

= = = = = =

= + + = +

& & &

rr rr

, 0 , 3

. 3 .    ;    2

x y zx a b y a z a b

a b i b k a b

= = = = = =

= + =

&& && &&
rrr

2/ 21 2
2

xx bt t
b

= ⇒ = , 2xy c
b

=

Exercice 4.23: 

1/ 3 3 4sin 2 . cos 2 . .
5 5 5

vT t i t j k
v

= = − + +
r rr r r

 

2/  

.6sin 2 .6cos 2 8. .6sin 2 .6cos 2 8.

3 3 410 sin 2 . cos 2 . .
5 5 5

10. 10 .T

drv i t j t k v i t j t k
dt

v t i t j k

v u T v v T

= = − + + ⇒ = − + +

 = − + + 
 

= = ⇒ =

r r rr r r rr r

rr rr

r rr r r

 

Exercice 4.24: 
1/                                                               zv R u h uθθ θ= +r r r& &

2. 2. 2.
za R u R u h uρ θθ θ θ= − + +r r r r& && &&  

2/ 

uθ
r

zur

vr

ϕ vθ
r

zvr

M

X

Z

Y

Rρ = uθ
r

uρ
rM

zur

'M
O

θ

z

ρ
x

y

vr

uρ
r

rr

10a b=



2

( )tan , hv u Cte
R

θ = =
r r

 

3/  

 
2 2R hr

R
+=

Exercice 4.25: 
1/ a/  2 2 2x y R+ = équation d’un cercle de centre ( )0,0 et de rayon R .

b/ .z tα= le mouvement est rectiligne uniforme verticalement. 
c/ La trajectoire du mobile est la composition du mouvement plan et du mouvement 

vertical, il en résulte un mouvement hélicoïdal.  
 

2/ Dans le système de coordonnées cylindriques: 
a/ . . . .z zr OM u z u r OM R u z uρ ρρ= = + ⇔ = = +

uuuur uuuurr r r r r r

b/  
2 2 2v R ω α= +  

2a Rω=

tan zv
v Rϕ

αβ
ω

= =  

2 2 2

2

Rr
R
ω α
ω

+=

uϕ
r

zur

vr

β vϕ
r

zvr

M

X

Z

Y

Rρ = uϕ
r

uρ
rM

zur

'M

O
θ

z

ρ
x

y

vr

uρ
r

rr

Exercice 4.26:  
1/ Expression de la dérivée ur& :

cos .cos . .sin .sin . cos .sin . .sin .cos . sin .

cos .cos . cos .sin . sin . .sin . sin . .cos .

 

r

r

u u

u i i j j k

u i j k i j
θ ϕ

θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ

θ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

= − + + −

  
  = + − − − +
     r r

rr r r rr& & & && &

rr r r rr& & &
14444444244444443 144424443

. .sin .ru u uθ ϕθ ϕ θ= +r r r& & &
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Expression de la dérivée uθ
r& :

sin .cos . cos .sin . sin .sin . cos .cos . cos .

sin .cos . sin .sin . cos . cos . sin . cos .
ru u

u i i j j k

u i j k i j
ϕ

θ

θ

θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ

θ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

= − − + −

  
  = − + + + − + +
     r r

rr r r rr& & & && &

rr r r rr& & &&
14444444244444443 144424443

. cos .ru u uθ ϕθ ϕ θ= − +r r r& & &

Expression de la dérivée uϕ
r& :

( )cos . sin . cos . sin . 1u i j i jϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ = − − = − − → 
r r r rr& & & &  

Cette expression n’est pas définitive… 
Retournons aux expressions de ur et uθ

r . Multiplions la première par sinθ et la seconde par 
cosθ , nous obtenons: 

( )
( )

2 2

2 2

.sin sin .cos . sin .sin . sin .cos . 2

.cos cos .cos . cos .sin . cos .sin . 3
ru i j k

u i j kθ

θ θ ϕ θ ϕ θ θ

θ θ ϕ θ ϕ θ θ

= + + →

= + − →

rr rr

rr rr

Additionnons les deux expressions précédentes membre à membre pour obtenir: 
.sin .cos cos . sin .ru u i jθθ θ ϕ ϕ+ = +

r rr r

Remplaçons maintenant dans l’expression ( )1 de uϕ
r& , elle devient: 

cos . sin .u i jϕ ϕ ϕ ϕ ϕ = − − 
r rr& &

2/ . . . . .sin .rv r u r u r uθ φθ ϕ θ= + +r r r r& &&

Dérivons-la par rapport au temps: 
. . . . . . . . . .sin . . .sin . . . .cos . . .sin .r ra r u r u r u r u r u r u r u r u r uθ θ θ φ φ φ φθ θ θ ϕ θ ϕ θ ϕθ θ ϕ θ= + + + + + + + +r r r r r r r r r r& & && && & && && & &&& & & &

Remplaçons , ,ru u uϕ θ
r r r& & & par leurs expressions trouvées en 1/: 

[ ]
. . . .sin . . . . . . . . .cos .

 . .sin . . .sin . . . .cos . . .sin . . sin . cos .

r r

r

a r u r u u r u r u r u u

r u r u r u r u u

θ ϕ θ θ ϕ

φ φ φ θ

θ ϕ θ θ θ θ θ ϕ θ

ϕ θ ϕ θ ϕθ θ ϕ θ ϕ θ θ

   = + + + + + − + +   
 + + + − + 

r r r r r r r r& & && & && &&& & &

r r r r r&& && & & &&

Développons puis ordonnons : 
2 2 2

2

. . .sin . . . .sin .

 . .sin 2 . .sin 2 . . .cos . .

 . 2 . . .sin cos .

ra r r r u r u u

r r r u u

r r r u

θ ϕ

φ φ

θ

θ ϕ θ θ ϕ θ

ϕ θ ϕ θ ϕθ θ

θ θ ϕ θ θ

   = − − + + +   
 + + + 
 + − 

r r r r& && &&& &

r r&&& & &&

r&& & &&

Exercice 4.27: 

1/  a/                                        

2

0

. .sin .
.

0
2

r

r R Cte r
u u u

v R t u
Cte

t t

θ ϕ
ϕ

θ ϕ θ
ω

θ θ

ϕ ω ϕ ω

= = ⇒ =

= +
⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

&
r r r& & & r r

&

&
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[ ]
[ ]( )

2 2 2 2

.

. . . . . sin . cos .

. sin . cos .

. sin . . . cos . . 3. . .

r

r

r r

v R t u

a v R u R t u a R u R t u u

u u u

a R t u R u R t u a R t u R t u R u

ϕ

ϕ ϕ ϕ θ

φ θ

ϕ θ θ ϕ

ω

ω ω ω ω ϕ θ θ

ϕ θ θ

ϕ ω θ ω ϕ ω θ ω ω ω

=

= = + ⇒ = + − +

= − +

= − − ⇒ = − − +

r r

r r r r r r r r& & &
r r r& &

r r r r r r r r
& &

 

b/                       v R tω= 2 44 1a R tω ω= +

c/                           

2 2 2

2 2

2 2 2 2 4

2

4 1

N T

T N

a a a
dva R a R t
dt

a R t

ω ω

ω ω

= −

= = ⇒ =

 = + 

 

2/  

 
2 2

. . ..

1 1 3.cos . .cos . ..
2 2 2

OM x i y j z k

OM r R t i R t j R kω ω

= + +

= = + +

uuuur rr r

uuuur rr rr

a/  
2 2sin . cos .v r R t t i R t t jω ω ω ω= = − +
r rr r&

2 2 2 2 2 2 2 2sin 2 cos . cos 2 sin .a v R t R t t i R t R t t jω ω ω ω ω ω ω ω   = = − − + −   
r rr r&

2 4 ; 1 4v R t a R tω ω ω = = + 

3/                                         
2 2 2 2

2 2 21
3 4

2

x y z R
x y R

z R

+ + =
⇒ + =

=

Nous en concluons que ce point matériel M décrit un cercle de rayon
2
R et de 

centre 30,0,
2

R
 
  
 

. Quant au vecteur position, il décrit un cône de sommet O et dont le bord 

est le cercle décrit.  
 

4/ Nature du mouvement du point M :la trajectoire est un cercle, le module de la vitesse est 
constant et l’accélération tangentielle est constante, donc le mouvement est circulaire uniformément 
accéléré. 

 



5

Y
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O
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 Corrigés des exercices 4.14 à 21.4 21.4 إ	��14.4
�ل ا	���ر�� ��

Exercice 4.14: 

( ) ( )2 1 1 2
2 2x t   ,   y=2 t y x= + + ⇒ =

Exercice 4.15: 

1/ 
2 2

4sin 1
9 16
y xx t ,   y=-3cost= ⇒ + =

La trajectoire est une ellipse. 

2/  2 2 2 2 19sin 16cos 3,53
4 4x yv v v v v msπ π −= + ⇒ = + ⇒ =

Exercice 4.16: 

1/    2 22 22 3
5 5

x t   ,  y t= − =

2/  22a ms−= ; 22Ta v ms−= =& ; 2 2 0N Ta a a= − =

Exercice 4.17: 

1/ 21 2
2

t x y x x= ⇒ = − .

( ) ( )22 2 1
2

8 4 4
8 4

x
x y

y

v
v v v v t ms

v t
−

=
⇒ = + ⇒ = − +

= −

3/ 
2

0
8

8

x
x

te

y
y

dv
a

dt a ms C
dv

a
dt

−

= =
⇒ = =

= =
 

4/ ( )
( )

( )2

2

8 8 4

8 4 4
T T

tdva a ms
dt t

−−
= ⇒ =

− +

( )
( )2 2 2 2

2

16

8 4 4
N T Na a a a ms

t

−= − ⇒ =
 − + 

 

5/ 
( )

( )
32

2 2 8 4 4

16N
N

tv va , r r m
r a

 − + = = ⇒ =



2

Exercice 4.18: 
1/ 2 2 4x y+ = .
La trajectoire tracée par le mobile est un cercle de centre O et de rayon 2R = .

2/ 2 2 2 2 -1sin cos 1 , 1
2 2x y x y
t t dsv , v ; v v   v v     v ms

dt
= − = = + ⇔ = = =  

3/ s t= .

4/ 21 1cos sin 0, 25
2 2 2 2

2 2 2
x y x y

t ta ; a ; a =a a ms−= − = − + =  

2 2 20 , 0,5T N T N
dva a a a a ms
dt

−= = = − ⇒ =

5/: 
2

2
N

vR R m
a

= ⇒ =

6/: 20,2 . 0,1t dt t Cω ω= ⇒ = +∫
20,1tω = .

2 20,1 0,2v R Rt v tω= = ⇒ =
210 0,2 7,1t t s= ⇒ =

( )330,1 0,1.2. 7,1 23,9
3 3

t , s=R = s mθ θ= ⇒ �

Exercice 4.19: 
 

1/: 

( )

0

0 0 0

. . . .

. . . . .

t
b

r r r r

t t t
b b b

r r r r

r tr r u = e u    ;   =       ;     u u    ;      u u  
b b

r r rdrv r u r u v e u e u    ;    v e u u  
dt b b b

θ θ

θ θ

θ θ θ
−

− − −

= = = −

= = + ⇒ = − + = − +

r r r r r r r& && &

r
r r r r r r r r r&&

2/ .
. . .cos cos

.
v u

v u v u
v u

θ
θ θ

θ

α α= ⇒ =
r r

r r  

( )
( )

0

0

..
cos 2cos ,.

2 . 2 4

. 0 . 1 1

t
b

r

t
b

r

r
e u u  uv u b

v u rad   v u r
e u

b
u u    ;   u u    ,   u

θ θ
θ

θθ
θ

θ θ θ θ

α πα α

−

−

− +
= =

⇒ = ⇒ = =

− = = =

r r r
r r

r r

r r r r
 

1
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3/ 

( ) ( )2 0 0 0
2 2 2

0 0
2 2

2 2

2 2

t t t
b b b

r r

t t
b b

r r r
a r r u r r u a e e u e u

b b b

r r
 a e u                                         a= e

b b

θ θ

θ

θ θ θ
− − −

− −

   
= − + + ⇒ = − + −   

   

 
= − 
 

r rr r r r& & &&&& &

r r

4/ Nous avons vu à la question (3) que ar et uθ
r ont la même direction, soit ( ).a auθ= −

r r ; de

même . Tv v u=r r . Sur cette base, on peut établir la figure suivante : 

Nur
Tur

rur

uθ
r

vr

ar

α

α
α

β

3 3
4 4T Nu u radπ πα β π β π β⊥ ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =r r 

( ), 3
4

a v radπ=
urr 

5/  
2

N

vR
a

=

2 2

22 0
0

2 22 0
4

2 2 2.

2

N T

t t
b b

t
b

N

a a a

r
v e R r e r

b
r

a e
b

− −

−

= −

= ⇒ = =

=

Exercice 4.20: 
1/  

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1/ 222 2 2 2 2 2

2. . .cos

2 cos sin cos 2 cos

cos sin cos sin

AB OB OA OA OB t

L x R Rx t L x R t t Rx t

L x R t R t x R t L R t

ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

= + −

= + − ⇔ = + + −

= − + ⇒ = + −

Nous pouvons nous assurer que x R L= + quand . 0tω = .

tω
X

B

A

O

Y

LR

0A
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2/  

( )
2

1/ 22 2 2

sinsin 0 . .
2 sin

R tt t k t k
L R t

ω πω ω π
ωω

+ = ⇒ = ⇒ =
−

Exercice 4.21: 
1/ En regardant la figure on voit bien que : 2 2 2 2 . .cosIP OP OI R R r R r θ= − ⇒ = + −

uur uuur uur

θ
X0AO

Y

Py

2α θ=

Rrr

ur
uθ
r

Tur

Nur s

xI

Donc l’équation polaire du cercle est: 2 2 . .cos 2 .cosr R r r Rθ θ= ⇒ =
L’équation cartésienne du cercle est: 
Graphiquement: 2 2 2 2 2 cosx y r   avec  r rR θ+ = =  

Or:  cos
cos

x xr
r

θ
θ

= ⇒ =

D’où: 2 2 2 cos
cos

xx y R θ
θ

+ = 2 2 2 . 0x y R x⇒ + − =

2/ La base polaire du point P est représentée sur la figure. Pour calculer les composantes 
polaires de la vitesse et de l’accélération nous partons de l’expression du vecteur 
position: .r OP r u= =

uuurr r .
La première dérivée par rapport au temps nous donne l’expression du vecteur vitesse, soit: 



5

( ) ( )

.

2 cos 2 .sin . 2 .cos .

2 sin

2 sin . cos . 1

r

r

r

drv r u r u
dt

r R v R u R u
r R

 v R u u

θ

θ

θ

θ

θ θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ

= = +

= ⇒ = − +

= −

= − + →

r
r r r&&

r r r& &

&&

r r r&

La dérivée seconde par rapport au temps nous conduit à l’expression du vecteur accélération:  

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

2

2 2

. 2

2 cos

2 sin

2 sin cos

2 2 .cos .sin 2 .cos 2 sin 2

r

r

dva r r u r r u
dt

r R
r R

r R

 a R u R u

θ

θ

θ θ θ

θ

θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

= = − + +

= ⇒
= −

= − +

= − + + − →

r
r r r& & &&&& &

&&

&& &&&

r r r& && && &

 

3/  
• Expression de s en fonction de θ :
Nous rappelons ici une propriété géométrique du cercle: 
 Dans un cercle, les angles qui interceptent le même arc de cercle, celui dont le sommet 

est au centre du cercle vaut le double de l’angle ayant son sommet sur la circonférence de ce 
même cercle. Voir figure ci-dessus. Donc: 

 

2α θ= � . 2s AP R Rα θ= = =  
• La base locale ( ),T Nu ur r de P est représentée sur la figure. 

• Les composantes du vecteur vitesse sont : ( ). 2 . 3T Tv v u R uθ= = →
r r r&

• Pour le vecteur accélération: 

{ ( )
2

2 24 4 2 4

2
N

T

N T

N N N N T
a a

T T T

a a a
va u R u a R u R u
R

dva u R u
dt

θ θ θ

θ

= +

= = ⇒ = + →

= =

r r r

r r r r r r& & &&
123

r r r&&

 

Pour retrouver les expressions de la vitesse et de l’accélération dans la base polaire il 
suffit d’exprimer les vecteurs unitaires de la base locale en coordonnées polaires: 
De la figure on en déduit: 
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cos . sin .
sin . cos .

N r

T r

u u u
u u u

θ

θ

θ θ
θ θ

= − −

= − +

r r r

r r r

En remplaçant dans les équations ( )3 et ( )4 nous obtenons les équations ( )1  et  ( )2 obtenues 
précédemment: 

( ) ( ). 2 . sin . cos . 1T rv v u R u uθθ θ θ= = − + =r r r r&

Organisons cette dernière équation: 

( ) ( ) ( )2 22 2. .cos sin . 2 cos 2 sin . 2ra R u R uθθ θ θ θ θ θ θ θ= − + + − =r r r& && && & 
4/ A présent la vitesse angulaire est constante. 

• L’angle θ balayé par le point P durant t est : 2
2
tt ωα θ ω θ= = ⇒ =

• L’expression de est: 2 cos
2

r R tω=

• Expressions de la vitesse et de l’accélération : On sait depuis le début que
2
ωθ =& .

Nous remplaçons dans les expressions ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 et ( )4 , θ et θ& par leurs valeurs 
respectives: 

� En coordonnées polaires : on remplace dans ( )1 et ( )2 :

sin . cos .
2 2r
t tv R u uθ

ω ωω  = − + 
 

r r r

2 22 .cos . .sin
2 2ra R t u R t uθ
ω ωω ω   = − −   

   
r r r

� En coordonnées propres (Frenet): On remplace dans ( )3 et ( )4 :
2 . Na R uω=r r . Tv R uω=r r
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EXERCICES 
 �ـ
ـ�ر
ـ�

�
�
 14.4ا��

 ا�����ى� ��
�� �����XYا�����ن ��و 

34 4xv t t= 4yvو+ t=.
� �كّ�إذا و�� ا���

)ا���"� )1,2�%�
 ا�&� 0t  ا����ر، أو�� *(�د��=
�./
. 34�5�ا2
�ت ا��0ر�

Exercice 4.14 
Une particule se déplace dans un plan XY selon la 
loi: 34 4xv t t= + et 4yv t= .
Si le mobile se trouvait au point ( )1,2 à l’instant 

0t = , trouver l’équation de la trajectoire en 
coordonnées cartésiennes. 

�
�
 15.4ا��

 ا�����ى� ��
�� �����XYا�����ن ��و 

4sinxa t= 3cosyaو− t=.أ�� N* Oأ� ��&P

0t =��.�� 0x =،3y = −،4xv 0yvو= =،
:أو��

 *(�د�� ا����ر، *� O&0S؟/1

2/�%�
 ا�&� �P�
�� ا��T
4

t sπ=.

Exercice 4.15 
Une particule se déplace dans un plan XY selon la 
loi: 4sinxa t= − et 3cosya t= .
Sachant que pour  0t = on ait 0x = ، 3y = − ،

4xv = و 0yv = ، trouver : 
1/ l’équation de la trajectoire,  quelle est son allure ? 

2/ la valeur de la vitesse à l’instant 
4

t sπ= .

�
�
 16.4ا��
�آ� ا��(ّ��� ���5ره��)��N0 ا� )3 2y x= +

�
)و �5(�د���Y ا�/*� ) 22s t t=.أن ��&P2x = −

0yو =��ّ� ( )0 0s *Z �/ا.�s، آ�� أن=  .�/ا.�
y:
1/

N أو�� ا��(�د��
N ا��]�
"( )x tو( )y t

�آ�،�&� 
�آ�/2�&� 
و ا����رع ا����] 
. 3�د ا����رع ا���[�

Exercice 4.16 
Soit le mouvement défini par sa trajectoire 

( )3 2y x= + et son équation horaire ( ) 22s t t= .
Sachant que 2x = − et 0y = quand ( )0 0s = et 

que s croit avec la croissance de y :
1/ trouver les équations paramétriques ( )x t et 
( )y t du mouvement, 

2/ déterminer l’accélération normale et l’accélération 
tangentielle du mouvement. 

�
�
 17.4ا��
�كّ�
��ن �&���ر ا�����ي ���"
�("a ا��(�د���ن ا��]

Z���� �b����5:2x t=24و 4y t t= −.
 *� O&0S؟ 3ّ�د *(�د�� ا����ر،/1
�ك،/2ّ��P� ا���[ c�3أ 
3/،d5�2 OPأن ���ر Nه�5 
و ا����]
� �&���رع �
 *(&e 3ّ�د/4 �

N ا���[��bآ�ا��

 ،d�.�� 
���ء/5�hا �"T ij� k���[إ.

Exercice 4.17 
On donne les équations paramétriques de la 
trajectoire plane d'un point mobile par rapport à un 
référentiel : 2x t= et 24 4y t t= −

1/ Déterminer l'équation de la trajectoire, Quelle est 
son allure ? 

2/Calculer la vitesse du mobile,  
3/Montrer que son accélération est constante,  
4/Déterminer les composantes normale et 

tangentielle de l'accélération dans un repère de Frenet.  
5/En déduire le rayon de courbure.  
 

�
�
 18.4ا��
v��w�* و �*�)�* e&)* aا�����ى إ� c��.xOyxأ�b* 

Exercice 4.18 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé 
xOy d'origine O et de base ( ,i j

r r
). Les coordonnées 



2

OO��P�T و( ),i j
r r

� ا34�ا2
��ن.
|��xوy�"��� 

Mا�����ى 
�آ� ���* ( ), ,O i j
r r

c�3 N*/ا� Z* 

2cos: ا�����ن
2
tx 2sinو=

2
ty =.


(� ا����ر/1b} د�3.
2/�P�
 S(�ع ا���bآ�،3vr�د *

3/�P�3ds�د �bPرة ا��
dt

�
sو آ�ا �bPرة ا34�ا2

�"��� �
��
 ا�&�%�Mا���� t
، ���5 ا���ط ا�54�ا�
0s =��� 0t =،

N ا��/4�bآ�و ا���[�
� �&���رع �
 *(&e 3�د ا�� �
[��

،d�.�� 
���ء/5�hا �"T ij� k���[إ.
2� ا���"�/6��� N
3 
� O��3 a&P ا����ر �5قM

���5رع زاوي
2

2 0, 2d t
dt
θ θ= =&& .  �&b� �%�
 أي ��

�M�Pا���"� [ 110ms−N* d�&"ا� �Yأ� ��&P ،
 *� ه
 ا������ ا��
 �Y�)"T؟. ا���0ن

x et y d'un point M mobile dans le plan ( , ,O i j
r r

)
varient avec le temps suivant la loi: 

2cos
2
tx = et 2sin

2
ty = .

1/ Déterminer la nature de la trajectoire, 
2/ Déterminer les composantes du vecteur vitesse vr ,

3/ Déterminer l'expression de la vitesse
ds
dt

, ainsi 

que celle de l'abscisse curviligne s du point M à
l'instant t , en prenant comme condition 
initiale 0s = quand 0t = ,

4/ déterminer les composantes normale et 
tangentielle de l'accélération dans un repère de 
Frenet,  

5/ en déduire le rayon de courbure de la trajectoire.  
6/ La trajectoire reste la même, mais maintenant le 

point M subit une accélération angulaire  
2

2 0, 2d t
dt
θ θ= =&& . A quelle date le point M

atteindra-t-il une vitesse de 110ms− , sachant qu'il est 
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?  

 

�
�
 19.4ا��
�
�
و *|��{ �
��5�Yل آ���� �)��� ��
�� �����


&
&� Z��* 
ا��(�د���ن ا�/*�
��ن 34�5�ا2
�ت. *(��ة �


� ه�� b"0ا��

t
br r e

−
tو=

b
θ  ��5�2نbو0،=

.*���bن
�آ�،/1�&� �P� أS c�3(�ع ا��

N أن ا�/او.�/2ّ5( ),v uθ

r r
��5�2 .xوي ه���� eآ

 ا�/او.�؟
�آ�،/3� أS c�3(�ع ا����رع �&

N أن ا�/او.�/4ّ5( ), Na ur r

��5�2 .xوي ه���� eآ

N ����5ال(ا�/او.�؟)���2(،

� ا����ء ا����ر/5"T ij� c�3أ.

Exercice 4.19 
Une particule soumise à des champs électriques et 
magnétiques complexes est en mouvement dans un 
référentiel galiléen. Les équations horaires sont, en 

coordonnées polaires : 0

t
br r e

−
= et 

t
b

θ = , 0 et 

b sont des constantes positives. 
1/ Calculer le vecteur vitesse de la particule, 

2/ Montrer que l’angle ( ),v uθ
r r

est constant. Que 
vaut cet angle ? 

3/ Calculer le vecteur accélération de la particule, 

4/ Montrer que l’angle ( ), Na ur r
est constant. Que 

vaut cet angle ? (On se servira de la question2), 
5/ Calculer le rayon de courbure de la trajectoire. 
 

θ
x

uρ
r

uθ
r

Tu
r

Nu
r

O

M
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�
�
 20.4ا��
،ω .�ور �5�P� زاو.� OA��5�2*�ور  �3ل *��ر
Oك �5ا�
�P �j�* �"[Ac�و *���T Z*AB.

c
 �5ا]"� ز�P �j���* B�&5�T �Th�ABا���

h/���Ox.Nق a&P {�ل ا����رb
��&� N0�.OA

� ا�/i&� �Th ا���AB�jوّ�� N
3 
 أن .���{(� �
O.إذا آ�نAB L=وOA R=:
�آ�/1�� �

P A&�� أنBأو�� ا��(�د�� ا�/*�� �ّ�. 
0AN*/ا� ��P 0t =،

 أي ��%�ت ��(�م ا���P�؟/2� 

Exercice 4.20 
Un bras OA tournant avec une vitesse ω autour 
d’un axe O , est  articulé en A avec une tige AB .
La tige AB est solidaire d’un curseur B pouvant 
coulisser le long de l’axe Ox . le bras et la tige 
peuvent se croiser lorsque la tige passe par derrière 
l’articulation enO . Sachant que AB L=
et OA R= :

1/ trouver l’équation horaire du mouvement de B ,
sachant que B passe en 0A au temps 0t = ,

2/ à quel instants la vitesse s’annule-t-elle ? 

tω
X

B

A

O

Y

LR

0A

�
�
 21.4ا��
���* 
�( )XOYe&)�� ( ), , ,O i j k

rr r
�"�� ����� ،

Pه��"T ij� ة�وa&P R دا�
�آ/ه�*( ),0,0I R.

�%�
 ا�&�0t =،����P
� ( )2 ,0,0A R

)���b�و �c�0 ا���P� ا� )00, ,0v0v
r.


� �ـb"ت ا���
�*/ إ�a ا34�ا2�Pو 5ـθ.
1/�Yد���)* k���[ة، إ�
� �&�ا�b"آّ�ن ا��(�د�� ا��

�
.ا��.�0ر�
ا/2 
�*ّ�� a&P ا���0b"ة ا���P���( ),ru uθ

r r
.P �ـ

��h�5 c�3أθN*/&� �b����5 �
و *������Y ا������
�P�
 ا��P�)S ت�
�Pـarو ا����رعvrإ3�ا2

e&)ا�� 
� ( ), , ,rO u u kθ

rr r
.

3/�
��
(P �ـN0��s ا����&� ا���� Aا��b�أ
:( 

،5 θ�s��hإ�bP �Pرة•
•a&P ��ّ* �
) ا���0 ا���P�ة ا��ا� ),T Nu ur rـ� 

P.
•��h�5 c�3أθ�b����5 �
و *������Y ا������

Exercice 4.21 

Dans le plan ( )XOY d’un repère ( ), , ,O i j k
rr r

, un 

point P se déplace sur un cercle de rayon R et de 

centre ( ),0,0I R .
A l’instant 0t = , P se trouve en ( )2 ,0,0A R  et 

possède la vitesse positive 0v
r ( )00, ,0v .

On désigne par etθ les coordonnées polaires de P .
1/ Former l’équation polaire du cercle, en déduire son 
équation cartésienne. 

2/ Représenter sur la figure la base polaire ( ),ru uθ
r r

de 

P . Calculer en fonction de θ et de ses dérivées 
successives par rapport au temps les composantes 
polaires des vecteurs vitesse vr et ar de  P dans 

le repère ( ), , ,rO u u kθ

rr r
.

3/ Soit s l’abscisse curviligne de P (l’origine est en 
A). 
• Donner l’expression de s en fonction de θ 
• Représenter sur la figure la base intrinsèque 

( ),T Nu ur r
de P .

• Calculer en fonction de θ et de ses dérivées 
successives par rapport au temps les composantes 
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N*/&�0v إ3�ا2
�ت
rوare&)ه�ا ا�� 
� .


N ا��•�bآ�
N أc�3 ا���
b"Tu
r

Nuو
r

.
•N
�bآ�
 ه�x ا���وط ا��� �.�� N* �أو�


N �ـ �
b"ا�� v
rوar.

5ـ/4 /*��ωا�/او.� �ـ �P��&� P،
 وا��
��5�2 Zb�. �* آ� 
�ه� �b�)�.

•��h�5 �Pإt
. �bP ،θe2ر�
•������� 	�
���vr
ar����� ����� ��

���������� 
 ������� �
��� ��.

de vr et ar dans cette base. 
• Calculer les composantes polaires de Tu

r
et de 

Nu
r

.Retrouver dans ces conditions les composantes 

polaires de 0v
r

et ar .

4/ On désigne par ω la vitesse angulaire de P , dont on 
suppose dans tout ce qui suit qu’elle est constante. 
• Donner en fonction de t , les expressions de θ puis 

de .
• En déduire les expressions de vr et ar en fonction de t
dans les bases polaire et de Frenet.  
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EXERCICES 
 �ـ
ـ�ر
ـ�

�
�
 14.4ا��

 ا�����ى� ��
�� �����XYا�����ن ��و 

34 4xv t t= 4yvو+ t=.
� �كّ�إذا و�� ا���

)ا���"� )1,2�%�
 ا�&� 0t  ا����ر، أو�� *(�د��=
�./
. 34�5�ا2
�ت ا��0ر�

Exercice 4.14 
Une particule se déplace dans un plan XY selon la 
loi: 34 4xv t t= + et 4yv t= .
Si le mobile se trouvait au point ( )1,2 à l’instant 

0t = , trouver l’équation de la trajectoire en 
coordonnées cartésiennes. 

�
�
 15.4ا��

 ا�����ى� ��
�� �����XYا�����ن ��و 

4sinxa t= 3cosyaو− t=.أ�� N* Oأ� ��&P

0t =��.�� 0x =،3y = −،4xv 0yvو= =،
:أو��

 *(�د�� ا����ر، *� O&0S؟/1

2/�%�
 ا�&� �P�
�� ا��T
4

t sπ=.

Exercice 4.15 
Une particule se déplace dans un plan XY selon la 
loi: 4sinxa t= − et 3cosya t= .
Sachant que pour  0t = on ait 0x = ، 3y = − ،

4xv = و 0yv = ، trouver : 
1/ l’équation de la trajectoire,  quelle est son allure ? 

2/ la valeur de la vitesse à l’instant 
4

t sπ= .

�
�
 16.4ا��
�آ� ا��(ّ��� ���5ره��)��N0 ا� )3 2y x= +

�
)و �5(�د���Y ا�/*� ) 22s t t=.أن ��&P2x = −

0yو =��ّ� ( )0 0s *Z �/ا.�s، آ�� أن=  .�/ا.�
y:
1/

N أو�� ا��(�د��
N ا��]�
"( )x tو( )y t

�آ�،�&� 
�آ�/2�&� 
و ا����رع ا����] 
. 3�د ا����رع ا���[�

Exercice 4.16 
Soit le mouvement défini par sa trajectoire 

( )3 2y x= + et son équation horaire ( ) 22s t t= .
Sachant que 2x = − et 0y = quand ( )0 0s = et 

que s croit avec la croissance de y :
1/ trouver les équations paramétriques ( )x t et 
( )y t du mouvement, 

2/ déterminer l’accélération normale et l’accélération 
tangentielle du mouvement. 

�
�
 17.4ا��
�كّ�
��ن �&���ر ا�����ي ���"
�("a ا��(�د���ن ا��]

Z���� �b����5:2x t=24و 4y t t= −.
 *� O&0S؟ 3ّ�د *(�د�� ا����ر،/1
�ك،/2ّ��P� ا���[ c�3أ 
3/،d5�2 OPأن ���ر Nه�5 
و ا����]
� �&���رع �
 *(&e 3ّ�د/4 �

N ا���[��bآ�ا��

 ،d�.�� 
���ء/5�hا �"T ij� k���[إ.

Exercice 4.17 
On donne les équations paramétriques de la 
trajectoire plane d'un point mobile par rapport à un 
référentiel : 2x t= et 24 4y t t= −

1/ Déterminer l'équation de la trajectoire, Quelle est 
son allure ? 

2/Calculer la vitesse du mobile,  
3/Montrer que son accélération est constante,  
4/Déterminer les composantes normale et 

tangentielle de l'accélération dans un repère de Frenet.  
5/En déduire le rayon de courbure.  
 

�
�
 18.4ا��
v��w�* و �*�)�* e&)* aا�����ى إ� c��.xOyxأ�b* 

Exercice 4.18 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé 
xOy d'origine O et de base ( ,i j

r r
). Les coordonnées 
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OO��P�T و( ),i j
r r

� ا34�ا2
��ن.
|��xوy�"��� 

Mا�����ى 
�آ� ���* ( ), ,O i j
r r

c�3 N*/ا� Z* 

2cos: ا�����ن
2
tx 2sinو=

2
ty =.


(� ا����ر/1b} د�3.
2/�P�
 S(�ع ا���bآ�،3vr�د *

3/�P�3ds�د �bPرة ا��
dt

�
sو آ�ا �bPرة ا34�ا2

�"��� �
��
 ا�&�%�Mا���� t
، ���5 ا���ط ا�54�ا�
0s =��� 0t =،

N ا��/4�bآ�و ا���[�
� �&���رع �
 *(&e 3�د ا�� �
[��

،d�.�� 
���ء/5�hا �"T ij� k���[إ.
2� ا���"�/6��� N
3 
� O��3 a&P ا����ر �5قM

���5رع زاوي
2

2 0, 2d t
dt
θ θ= =&& .  �&b� �%�
 أي ��

�M�Pا���"� [ 110ms−N* d�&"ا� �Yأ� ��&P ،
 *� ه
 ا������ ا��
 �Y�)"T؟. ا���0ن

x et y d'un point M mobile dans le plan ( , ,O i j
r r

)
varient avec le temps suivant la loi: 

2cos
2
tx = et 2sin

2
ty = .

1/ Déterminer la nature de la trajectoire, 
2/ Déterminer les composantes du vecteur vitesse vr ,

3/ Déterminer l'expression de la vitesse
ds
dt

, ainsi 

que celle de l'abscisse curviligne s du point M à
l'instant t , en prenant comme condition 
initiale 0s = quand 0t = ,

4/ déterminer les composantes normale et 
tangentielle de l'accélération dans un repère de 
Frenet,  

5/ en déduire le rayon de courbure de la trajectoire.  
6/ La trajectoire reste la même, mais maintenant le 

point M subit une accélération angulaire  
2

2 0, 2d t
dt
θ θ= =&& . A quelle date le point M

atteindra-t-il une vitesse de 110ms− , sachant qu'il est 
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?  

 

�
�
 19.4ا��
�
�
و *|��{ �
��5�Yل آ���� �)��� ��
�� �����


&
&� Z��* 
ا��(�د���ن ا�/*�
��ن 34�5�ا2
�ت. *(��ة �


� ه�� b"0ا��

t
br r e

−
tو=

b
θ  ��5�2نbو0،=

.*���bن
�آ�،/1�&� �P� أS c�3(�ع ا��

N أن ا�/او.�/2ّ5( ),v uθ

r r
��5�2 .xوي ه���� eآ

 ا�/او.�؟
�آ�،/3� أS c�3(�ع ا����رع �&

N أن ا�/او.�/4ّ5( ), Na ur r

��5�2 .xوي ه���� eآ

N ����5ال(ا�/او.�؟)���2(،

� ا����ء ا����ر/5"T ij� c�3أ.

Exercice 4.19 
Une particule soumise à des champs électriques et 
magnétiques complexes est en mouvement dans un 
référentiel galiléen. Les équations horaires sont, en 

coordonnées polaires : 0

t
br r e

−
= et 

t
b

θ = , 0 et 

b sont des constantes positives. 
1/ Calculer le vecteur vitesse de la particule, 

2/ Montrer que l’angle ( ),v uθ
r r

est constant. Que 
vaut cet angle ? 

3/ Calculer le vecteur accélération de la particule, 

4/ Montrer que l’angle ( ), Na ur r
est constant. Que 

vaut cet angle ? (On se servira de la question2), 
5/ Calculer le rayon de courbure de la trajectoire. 
 

θ
x

uρ
r

uθ
r

Tu
r

Nu
r

O

M
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�
�
 20.4ا��
،ω .�ور �5�P� زاو.� OA��5�2*�ور  �3ل *��ر
Oك �5ا�
�P �j�* �"[Ac�و *���T Z*AB.

c
 �5ا]"� ز�P �j���* B�&5�T �Th�ABا���

h/���Ox.Nق a&P {�ل ا����رb
��&� N0�.OA

� ا�/i&� �Th ا���AB�jوّ�� N
3 
 أن .���{(� �
O.إذا آ�نAB L=وOA R=:
�آ�/1�� �

P A&�� أنBأو�� ا��(�د�� ا�/*�� �ّ�. 
0AN*/ا� ��P 0t =،

 أي ��%�ت ��(�م ا���P�؟/2� 

Exercice 4.20 
Un bras OA tournant avec une vitesse ω autour 
d’un axe O , est  articulé en A avec une tige AB .
La tige AB est solidaire d’un curseur B pouvant 
coulisser le long de l’axe Ox . le bras et la tige 
peuvent se croiser lorsque la tige passe par derrière 
l’articulation enO . Sachant que AB L=
et OA R= :

1/ trouver l’équation horaire du mouvement de B ,
sachant que B passe en 0A au temps 0t = ,

2/ à quel instants la vitesse s’annule-t-elle ? 

tω
X

B

A

O

Y

LR

0A

�
�
 21.4ا��
���* 
�( )XOYe&)�� ( ), , ,O i j k

rr r
�"�� ����� ،

Pه��"T ij� ة�وa&P R دا�
�آ/ه�*( ),0,0I R.

�%�
 ا�&�0t =،����P
� ( )2 ,0,0A R

)���b�و �c�0 ا���P� ا� )00, ,0v0v
r.


� �ـb"ت ا���
�*/ إ�a ا34�ا2�Pو 5ـθ.
1/�Yد���)* k���[ة، إ�
� �&�ا�b"آّ�ن ا��(�د�� ا��

�
.ا��.�0ر�
ا/2 
�*ّ�� a&P ا���0b"ة ا���P���( ),ru uθ

r r
.P �ـ

��h�5 c�3أθN*/&� �b����5 �
و *������Y ا������
�P�
 ا��P�)S ت�
�Pـarو ا����رعvrإ3�ا2

e&)ا�� 
� ( ), , ,rO u u kθ

rr r
.

3/�
��
(P �ـN0��s ا����&� ا���� Aا��b�أ
:( 

،5 θ�s��hإ�bP �Pرة•
•a&P ��ّ* �
) ا���0 ا���P�ة ا��ا� ),T Nu ur rـ� 

P.
•��h�5 c�3أθ�b����5 �
و *������Y ا������

Exercice 4.21 

Dans le plan ( )XOY d’un repère ( ), , ,O i j k
rr r

, un 

point P se déplace sur un cercle de rayon R et de 

centre ( ),0,0I R .
A l’instant 0t = , P se trouve en ( )2 ,0,0A R  et 

possède la vitesse positive 0v
r ( )00, ,0v .

On désigne par etθ les coordonnées polaires de P .
1/ Former l’équation polaire du cercle, en déduire son 
équation cartésienne. 

2/ Représenter sur la figure la base polaire ( ),ru uθ
r r

de 

P . Calculer en fonction de θ et de ses dérivées 
successives par rapport au temps les composantes 
polaires des vecteurs vitesse vr et ar de  P dans 

le repère ( ), , ,rO u u kθ

rr r
.

3/ Soit s l’abscisse curviligne de P (l’origine est en 
A). 
• Donner l’expression de s en fonction de θ 
• Représenter sur la figure la base intrinsèque 

( ),T Nu ur r
de P .

• Calculer en fonction de θ et de ses dérivées 
successives par rapport au temps les composantes 
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N*/&�0v إ3�ا2
�ت
rوare&)ه�ا ا�� 
� .


N ا��•�bآ�
N أc�3 ا���
b"Tu
r

Nuو
r

.
•N
�bآ�
 ه�x ا���وط ا��� �.�� N* �أو�


N �ـ �
b"ا�� v
rوar.

5ـ/4 /*��ωا�/او.� �ـ �P��&� P،
 وا��
��5�2 Zb�. �* آ� 
�ه� �b�)�.

•��h�5 �Pإt
. �bP ،θe2ر�
•������� 	�
���vr
ar����� ����� ��

���������� 
 ������� �
��� ��.

de vr et ar dans cette base. 
• Calculer les composantes polaires de Tu

r
et de 

Nu
r

.Retrouver dans ces conditions les composantes 

polaires de 0v
r

et ar .

4/ On désigne par ω la vitesse angulaire de P , dont on 
suppose dans tout ce qui suit qu’elle est constante. 
• Donner en fonction de t , les expressions de θ puis 

de .
• En déduire les expressions de vr et ar en fonction de t
dans les bases polaire et de Frenet.  

 



1

EXERCICES 
 �ـ
ـ�ر
ـ�

�
�
 8.4ا��
���ك ����� ا���� ��ّ�� ��
 ا�
	� أ������ ا�� � .

��ّ�:
�ّ* ا���آ� )' &%� ا�� ا$�/1+ �X)' أي � �

 ا�� &�� أو ا�/.���؟
2/��  �.�56؟)' أي ���4 +	 ن ا���آ� ��/.ر�� أو
�ّ� ا�9/* �� ���إ ا�� ا$�؟/3: 
�� 

 +<=�م ا�/���؟/4�� 
و ا��/.رع ����� ا����،/5 ���/�� 'B.�� *��� *C 
6/�E� ��اCFEB. �� ا���* ا���.C ،'Bّ�* ا�/��� ا�

:�� أ&� ا�� ا$� ا���<��
1 3 1 2,2 1 1,8s t s  ,  s t s  ,  s t s≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

Exercice 4.8 
La position d’un mobile en fonction du temps est 
indiquée sur la figure ci-dessous. Indiquer : 

1/ en quel endroit le mouvement se fait dans la 
direction des X positifs ou négatifs ? 

2/ à quel instant le mouvement est retardé ou 
accéléré ? 

3/ quand le corps passe par l’origine ? 
4/ quand la vitesse est nulle ? 
5/ faire un graphique de la vitesse et de l’accélération 

en fonction du temps, 
6/ estimer d’après le graphique, la vitesse moyenne 

pour les intervalles de temps : 
 1 1,8 1 2,2 1 3s t s  , s t s  ,  s t s≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

( )X m

( )t s0

1m
0,2s

�
�
 9.4ا��
��EhB �h �.د:� ��
 ا��� ر>+'x ox��� ، �& + j��� 

.%���� ����2v.%�، ا�=x�CFو ).$�
2v Ax B= +،AوBن.��.k .

��ّ�ك/1���. أl/m +/.رع ا� �.ذا :�	� أن hB ل
 ا���آ�؟

2/'���C ى�qأ �h:�E� �&آ�، أو�����6=� ا �(�=��
AوBآ����ات ا���� ����� .

Exercice 4.9 
Un point matériel se déplace sur l’axe 'x ox de façon 

qu’entre le carré 2v de sa vitesse et son abscisse x , il 

existe la relation 2v Ax B= + ,où A et Bsont des 
constantes. 
1/ Calculer l’accélération du mobile. Que peut-on dire 
du mouvement ? 
2/ Connaissant la nature du mouvement, trouver par 
une autre méthode les valeurs de A et Ben fonction 
des caractéristiques du mouvement.  
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�
�
�10.4 
���/� 
��yا 
−h+ 129,4ms{ف 9m.رة C.z ��. إ�

�.رة� �E� �� .CFEB�4=�. اs9.رة��ف ا}C �� 
�h/+ ��B.k 9.رةm ك��B 
��ه� أن ا��9.رة. اyو�

�9.وز + 
 �.���� �=� +�آ<.4sا��9.رة ا��.��B اyو�
��B.���.

29,8g ms−=

Exercice 4.10 
Une pierre est lancée verticalement vers le haut 

depuis le toit d’un immeuble avec une vitesse de 
129,4ms− .On laisse tomber une seconde pierre 

4s après avoir jeté la première. Démontrer que la 
première pierre dépassera la seconde 4s exactement 
après que l’on ait lâché la seconde. 

29,8g ms−= .

�
�
�11.4 

 آ�ة��yا 
�.رة C.z ��. إ�� ��ّC �� �&ف ر}h:

 ���/�112 .ms−.�=� رضyا 
4,25s+�� ا�	�ة إ�
.%(}C ��.

4�' ا�{ي +���� ا�	�ة؟/1�yه  ا�ر+�.ع ا .� 
 آ* ه  ��  ا�=�.رة؟/2
� اyرض؟�. ه' ا�/��� ا��' +��Eم �%. ا�	�ة/3�

29,8g ms−=

Exercice 4.11 

Un homme au sommet d’un immeuble lance une 
balle verticalement vers le haut avec une vitesse 

112 .ms− . La balle atteint le sol 4,25s plus tard. 
1/ Quelle est la hauteur maximale atteinte par la 

balle ? 
2/ Quelle est la hauteur de l’immeuble ?  
3/ Avec quelle vitesse la balle atteint-elle le sol ? 

 
29,8g ms−=

�
�
 12.4ا��
��B.��ه' ا ����ة ا�mو ،�����.و�mة ا�E ل ه' ا�/<

���h��ـ. +<��h ��.رة ���آ� �/ 
 +/.ر�%.E=:
2

4
a xπ= j��� ،1t أن )' ا����4− s=ن 	+ 

4xا��.$�� cm=���/�12و ا .v cmsπ −=.
.mّ�د ��6=� ا���آ�، أآ�l �=.د��%. ا���<��/1
�ّ�� ا���آ�،/2+ '� أl/m آ� ا�� ا�� ا�
3/�	�: �Bأ ��ّ� ��.�
 ا�
	�xآ�� :

( )cosmx X tω ϕ= +.

Exercice 4.12 
L’unité de longueur est le centimètre, l’unité de 

temps la seconde. 
Une automobile se déplace en mouvement rectiligne. 

Son accélération est donnée par  
2

4
a xπ= − , tel que 

, à la date 1t s= , on ait l’abscisse 4x cm= et la 

vitesse 12 .v cmsπ −= .
1/ déterminer la nature du mouvement,  écrire son 

équation horaire. 
2/ calculer toutes les constantes qui caractérisent le 

mouvement, 
3/ montrer que x peut s’écrire sous la forme : 

( )cosmx X tω ϕ= + .

�
�
�13.4 
�/.رع� ���h���h &/* ���آ� �/>:32 4a v= −)

�0
�وط ا���ا���x 4vو= 0t �� أ&�= =.(  
.��� v��xو��� t����� t،x��vأو&�

Exercice 4.13 
Un corps est animé d’un mouvement rectiligne dont 
l’accélération est donnée par 32 4a v= − ( avec 
comme conditions initiales 0x = et 4v = pour 

0t = ). 
Trouver v en fonction de t , x en fonction  de t

et  x en fonction de v .
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�� �������	 
��
4.28 ��� 4.35 Corrigés des exercices de 4.28 à 4.35 

Exercice 4.28: 
Soit avr la vitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, vr la vitesse de la pluie par 

rapport au véhicule et evr la vitesse de la voiture par rapport au sol:   

avr
vr

evr
90°10°

80°1sin10 ; 17,4 .
sin10 sin 90 sin 90

a r
a r a

v v
v v v km h−°= ⇒ = =

° ° °

1sin 90 ; 117 .
sin 90 sin80 sin80

er
r e r

vv
v v v km h−°= ⇒ = =

° ° °

Exercice 4.29: 

1/                                  2
2

' ' '
2

x gt z z x h
v v

= ⇒ = = − + : la trajectoire est une parabole. 

2/   

 2 2 ' ' '
e e

x gt z z x h
a a

= ⇒ = = − + : la trajectoire est une droite. 

Nous avons représenté sur la figure ci-dessous la trajectoire pour chaque cas. 
 

'O
'X

'Z

h

' .x v t=

21'
2 ex a t=

2
2' '

2
gz h x
v

= −

' '
e

gz h x
a

= −

O

Z

'X

'Z

'O

z 'z

h

'x

gr

vrear

Exercice 4.30: 
Nous étudions le mouvement de M dans la base ( ), ,r zu u uθ

r r r . Les vecteurs unitaires sont 
indépendantes du temps. Voir figure. 

1/ ' . rOM r r r u= = =
uuuur r r r , .r rv r u=r r

& ; .r ra r u=r r
&& .

2/  



2

' 0 0 .
0 0

r z

e e

u u u
v O M v r u

r

θ

θω θ θ
−

= ∧ = ⇒ =

r r r
r uuuuur rr r& &

•MX

Y

z

x

y

i
r j

r
rur

uθ
r

θ

θ

, 'O O

Z

zk u=
r r

2

2

' . .

' 0 0
0 0

z r

r z
e r

O M u r u r u
u u u a r u r ud O M r u

dt
r

θ

θ
θ

θ

ω ω θ θ θ

θ θω θ θ

∧ ∧ = ∧ = −
−

⇒ = − +
∧ = =

uuuuurr r r r r& & &

r r r
r r rr & &&uuuuur r&& &&

 

3/                                2 0 0 2
0 0

r z

c r c

u u u
a v =2. a r u

r

θ

θω θ θ
−

= ∧ ⇒ =

r r r
r r rr r& &&

&

4/                                        . .ra e a rv v v v r u r uθθ= + ⇒ = +
rr r r r r&&

( ) ( )2 . 2 .a e r c a ra a a a a r r u r r uθθ θ θ= + + ⇒ = − + +r r r r r r r& && &&& &  

� Remarque: Si on veut faire les calculs par rapport au repère mobile, on 
utilise la base ( ), ,i j k

rr r
, en remplaçant ur etuθ

r dans les résultats des vitesses et des 

accélérations auxquelles nous sommes parvenues par .cos .sinru i jθ θ= +
r rr

et .sin .cosu i jθ θ θ= − +
r rr .

Exercice 4.31: 
 

1/                                   
'

2
0'

. 1 .
2 r

r

OM r r i
r at r u

i u
= =  ⇒ = + 

 =

uuuur rr
r r

r r

.r rv r at u= =r r r&
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2
0

2
0

1' 0 0 .
2

1 0 0
2

r z

e e

u u u
v O M v at r u

at r

θ

θω ω ω
−

 = ∧ = → = + 
 

+

r r r
r uuuuur rr r

2
0

1. .
2

ra e a rv v v v at u at r uθω = + ⇒ = + + 
 

rr r r r r ; ( )
2

2 2 2
0

1 .
2av at at r ω = + + 

 
 

2
0

1
2

r

at r
vtg
v at
θ

ω
α

 + 
 = =  

2/
2

0

1 2 1
0

1, 1,884 108  ;    ,   0,1
2

.cos  ,  -0,031    ;  .sin   ,    0,095

1, 0,06 .   ;    ,  0,0628 .
2r r e e

t rad r at r r m

x r x m y r y m

v at v m s v at r v m s

θ ω θ

θ θ

ω− −

= = = ° = + =

= = = =

 = = = + = 
 

 

3/                                                 '. . .r r r ra a i a u a a u= = ⇒ =r r r r

2 2 1, 0,087 .

1,047 46,3

a r e a

r

v v v v m s

vtg
v
θα α

−= + =

= = ⇒ = °

2

2

0 0

' ' '' 'e
d OO dO M d dO Ma + O M     ,  O M

dt dt dt dt
ωω ω= + ∧ ∧ = ∧

uuur uuuuur uuuuurr uuuuur uuuuurr rr

14243 14243
 

'
e

e
v

a O M   ω ω
 

= ∧ ∧  
 r

uuuuurr rr
14243  

2 2 2 2
0 0

1 1' . . .
2 2z r e

r

O M u at r u r u a at r uθ θω ω ω ω ω ω
 
  ∧ ∧ = ∧ + = − ⇒ = − +      
 r

uuuuurr r r r r r r

14243
 

O

Y

'Y

'X

X

vr

vθ
r avr

ar

aθ
r

αβ

0M

M
aar

θ
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3/                           2 0 0 2 .
0 0

r z

c r c

u u u
a v =2. a at u

at

θ

θω ω ω
−

= ∧ ⇒ =

r r r
r r rr r

( )2 2
0

1 . 2 . .
2a e r c a ra a a a a a at r u at uθω ω  = + + ⇒ = − + +    

r r r r r r r

( )
2

22 2
0

1 2 .
2aa a at r atω ω  = − + +    

 

2
0

1
2tan

2
r

a at r
a
a atθ

ω
β

 − + 
 = =  

Exercice 4.32: 
1/                                               OM OA AM= +

uuuur uuur uuuur

( ). .sin .x R t tω ω= − ; ( )1 .cosy R tω= −

( )
( )

sin

1 cos
0

x R t t

OM y R t
z

ω ω

ω

 = −


= −
 =

uuuur
 

La représentation graphique de ces équations paramétriques nous conduit à une cycloïde 
( دو23ي 0./.- ).

2/           ( )1 cos . sin .a
dOMv R t i R t j

dt
ω ω ω ω= = − +

uuuur
r rr ; 2 sin

2a
tv R ωω=

2 2
tπ ωα = −

La vitesse relative est la vitesse absolue du point M par rapport au référentiel 
mobile ' 'X AY , donc: 

r
d AMv

dt
=

uuuur
r

' '. s cos           ;               . .sinM Mx R t y R tω ω ω= − = −& &  

. s cos . . .sin .rv R t i R t jω ω ω= − −
r rr

rv Rω=

{

( )

'

. . .cos

.cos cos cos cos     ;      2

cos cos
r

r r

r M
v

v i v i
v x R t t t

t t

β

β ω ω β ω β π ω α

ω π ω

=

= = − ⇒ = − = − =

− = −

rr

&

3/ la vitesse d’entraînement evr . Regardons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur 
quelques propriétés géométriques). Dans un cercle l’angle au centre est égale au double de 
l’angle dont le sommet est situé sur la circonférence du cercle (l'angle M'AM=2  α et 
l'angle M'A'M=  α ). vr est tangent à la trajectoire circulaire au point M .
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X

Y

O

ω

/ 2π−

tω−
A

M

'X

'Y
v Rω=

x

y

'
Mx

'
My

R

R

θ

'A

A

M

2α

α

ev v=
r r

v
r av

r

'M

α
α

X

β

'A

De la figure (b), il vient: 
2 2 2 . .cose a r e a r a rv v v v v v v v α= − ⇒ = + −

r r r

2 2 2 2 24 sin 2 .2 sin cos
2 2 2 2

cos sin
2 2 2

e

e

t t tv R R R R
v R v

t t

ω ω π ωω ω ω ω
ω

π ω ω

 = + − − 
  ⇒ = =

 − = 
 

 

La vitesse d’entraînement est égale à la vitesse de translation du centre du cercle par 
rapport au repère fixe XOY , ce qui est tout à fait logique. evr est parallèle à l’axe OX .

Exercice 4.33: 
1/                          ( )0 cos sin . rr r t t uω ω= +

r r ; ( )0 sin cos .r rv r t t uω ω ω= − +r r

ev rω= ∧
rr r ; ( )00 0 cos sin

0 0

r z

e e

u u u
v v r t t u

r

θ

θω ω ω ω
−

= ⇒ = +

r r r
r r r

( ) ( )0 0cos sin sin cos .ra e a rv v v v r t t u r t t uθω ω ω ω ω ω= + ⇒ = + + − +
rr r r r r

0 2av r Cteω= =  

2/                                     ( )2
0. cos sin .r r r ra r u a r t t uω ω ω= ⇒ = +r r r r

&&  
2

2

00

' ' ' 'e e
d OO da O M  + O M    a r  

dtdt
ωω ω ω ω= + ∧ ∧ ∧ ⇒ = ∧ ∧

uuur ruuuuur uuuuurr r r rr r r

1424314243

( )2
0 cos sine ra r t t uω ω ω= − +r r

( )2
02 sin cosca r t t uθω ω ω= − +

r r

a e r ca a a a= + +r r r r ; ( ) ( )2
02 cos sin sin cosa ra r t t u t t uθω ω ω ω ω = + + − + 

r r r
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2
02 2aa r Cteω= =

r

Exercice 4.34:  
1/ . . ..r rOM r r u r v t u= = ⇒ =

uuuur r rr r

. .M rv v u vt uθω= −
r r r

2 . 2 .M ra v t u v uθω ω= − −
r r r

2/  

( ) ( )
2

2 2

0,2 10 2/ ; /
60 3 60 30

10 10cos . cos .    ;  y sin . cos .
3 30 3 30M M

v m s rad s

x vt t t t vt t t t

π πω

π πω ω

−

− −

= = = =

= = = =
 

604530150( )t s
2π−3 / 2π−π−/ 2π−0( )1.M t rad sθ ω −= −

220.10−215.10−210.10−25.10−−0( )-1
Mr vt ms=

220.10−0210.10−−00( )Mx m
0215.10−025.10−−0( )My m

x

y

O

25.10−−

220.10−

215.10−

210.10−−

0.33r rv u=
r r

1,57 3. .rv u v uθ θ θ= − −
r r r r

�

Mvr

0.22 3. .r r ra u a uθ= − −
r r r r

�

0, 07 ra uθ θ= −r rMar

25.10 m−

25.10 m−

Nous avons pris comme échelles le module de la vitesse radiale pour représenter  la 
vitesse; et le module de l’accélération transversale pour représenter l’accélération. 

2

t = 60s:
.. 2 .

0, 22.   ;  ,07.
M r

r r

a v t u v u
a u a u

θ

θ θ

ω ω= − −
= − = −

r r r

r r r r

45 :
 . . . .

0,33.   ;   1,57.
M r

r r

t s
v v u v t u
v u v u

θ

θ θ

ω
=

= −

= = −

r r

r r r r
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Exercice 4.35: 
1/            ' 'OM OO O M= +

uuuur uuuur uuuuur

( ) ( )cos cos 2 sin sin 2OM R t R t i R t R t jω ω ω ω= + + +
uuuur r r

( ) ( ), sin 2sin 2 cos 2cos 2a a
dOMv v R t t i R t t j

dt
ω ω ω ω ω ω= = − + + +

uuuur
r rr r  

( ) ( )2 2 , cos 4cos 2 sin 4sin 2a
a a

dv
a a R t t i R t t j

dt
ω ω ω ω ω ω= = − + − +

r r rr r  

X

Y

O

ωr
A

M

'O

'X

'Y

θ

θ

x

y

'x
'y

'i
r

'j
r

i
r

j
r

θ

'i
r

'j
r

2/                           ( )' '. ' '. ' cos . ' sin . 'O M x i y j R t i t jω ω= + = +
uuuuur r r r r

( )' '
' , sin . ' cos . 'r r

dO Mv v R t i t j
dt

ω ω ω= = − +
uuuuur

r rr r  

( )2'
' ', cos . ' sin . 'r

r r
dva a R t i t j
dt

ω ω ω= = − +
r r rr r 

( )' . . cos 2 . sin 2O M x i y j R t i tjω ω= + = +
uuuuur r r r r

ATTENTION: il ne faut pas dériver deux fois de suite le vecteur 'O M
uuuuur

afin d’obtenir la 
vitesse et l’accélération relatives par rapport à OXY . C’est cette erreur répandue qu’on doit 
éviter !! 

Nous devons faire appel à la relation 4.57 (voir cours) 
' ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '

a e r

dOM dOO di dj dk dx dy dzx y z i j k
dt dt dt dt dt dt dt dt

v v v

= + + + + + +
uuuur uuuur rr r

rr r

123 1444442444443 14444244443

r r r

 

{
0

' ' '' ' 'r
dx dy dzv i j k
dt dt dt

= + +
rr rr

A partir de la figure nous pouvons désigner: 
' cos . sin .    ;   ' cos ' sin

' sin . cos .  ;  ' sin ' cos

i t i t j x R t x R t
j t i t j y R t y R t

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= + = → = −

= − + = → =

r r r r&
r r r r&
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Après substitution, nous obtenons: 
( ) ( ) ( )( )

2 2

1 cos 2sin 2
2

cos . sin . . sin sin . cos . cos

2 .sin .cos . sin cos

r

r
tt

v t i t j R t t i t j R t

v R t t i R t t j
ω

ω

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

= + − + − +

 
= − + − + 

 

r r r rr

r rr
1442443 144424443

 

A la fin, la vitesse relative du mobile M par rapport à OXY est: 

( ) ( )sin 2 . cos 2 . 3rv R t i t jω ω ω= − + →
r rr

L’accélération relative du mobile M par rapport à OXY n’est pas égale à la dérivée de vr

par rapport au temps. Il faut utiliser la relation 4.59 (voir cours). 
2 2 2

2 2 2

0

' ' '' ' 'r
d x d y d za i j k
dt dt dt

= + +
rr rr

123

2

2

' cos . sin .    ;   ' cos ' cos

' sin . cos .  ;  ' sin ' sin

i t i t j x R t x R t
j t i t j y R t y R t

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= + = → = −

= − + = → = −

r r r r&&
r r r r&&

 

En remplaçant on obtient: 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos 2 1 sin 2
2

cos . sin . cos sin . cos . sin

cos . cos sin . in . cos sin .

cos sin . 2cos sin .r
t t

r

r

t i t j R t t i t j R t

R t i R t t j R s t i R t t j

R t t i R t t

a

a

a j
ω

ω

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

=

=

= −

+ − + − + −

− − + −

 
− − 

 

r r r r

r r r r

r r
1442443 14243

r

r

r

A la fin l’accélération relative du mobile M par rapport àOXY est égale à: 

( ) ( )2 cos 2 . sin 2 . 4ra R t i t jω ω ω= − + →
r rr

3/ a/ La vitesse d’entraînement, en utilisant la loi de composition des vitesses est:  
 

( ) ( )sin sin 2 . cos cos 2 .ev R t t i R t t jω ω ω ω ω ω= − + + +
r rr

b/                               
2 2 2 2

2 2 2 2

0

' ' ' '' ' 'e
d OO d i d j d ka x y z

dt dt dt dt
= + + +

uuuur rr r
r

123

2
2

2
2' .cos . sin .   ,   .cos . .' sind OOO R t i R t O

d
j R t R t

t
i jω ω ω ω ω ω= + −= −

uuuur r r
uuur

r r
u

2 2

2 2

' cos . sin .    ;   ' cos

' sin . os .  ;       ' sin

i t i t j x R t

j t i c t j y R t

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= − − =

= − =

r r r&&

r r r&&
 

En remplaçant on obtient: 
( ) ( )

( )
2 2 2 2

2 2

.cos . sin . cos cos . sin .

 sin sin . os .

ea R t i R t j R t t i t j

R t t i c t j

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= − + −

−

− − +
r r r rr

r r  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3

sin 2sin 2 cos 2cos 2   sin 2 . cos 2 .

e a r

e

v v v

v R t t i R t t j R t i t jω ω ω ω ω ω ω ω ω

− = = −

  = − + + + − − +   

r r r

r r r rr
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D’où l’accélération d’entraînement du mobile M :

( ) ( )

2 2 2 2 2

cos 2 1 sin 2
2

2 2

.cos sin cos sin 2sin . os

 . cos cos 2 sin sin 2

e
t t

e

a R t R t t i R t t c t j

a R t t i R t t j

ω
ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

 
    = − − + − +    
     

 

= + −

−

− +

r rr
144424443 1442443

r rr

Déduction de l’accélération de Coriolis ou accélération complémentaire: 

2 2

'. ' '. '2c
dx di dy dja

dt dt
 

= + 
 

r r
r

ou à partir de la relation 4.59: 

a r r c c a r ra a a a a a a a= + + ⇒ = + − −
r r r r r r r r

Le résultat est le même. 

( ) ( )
2 2

'. ' '. '2

' sin . cos .    ;   ' sin

' cos . sin .  ;  ' cos

sin sin . cos . cos c . .2 os sin

rc

c

r

c

c
dx d

i t i t j x R t
j t i t j y R t

a a a

R t t i t j R t t i

i dy dja
dt dt

a

a

t j

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

= − + = −

= − − =

+ +
 

= + = 
 
 = − − + + − − 

=

r r r r& &
r r r r&

r r r

r r r r

r r
r

r

r 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos 1 sin 2
2

.sin . .sin cos . .cos . .cos sin .

. sin cos . 2 .sin c2 os .

2

t
c

t

R t i R t t j R t i R t t j

R t t i R t t ja
ω

ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω
−

− − −

 
− − 



  
 
 =  
  



r r r r

r r
1442443 14243

r

( )2 cos 2 . sin .2 2ca R t i t jω ω ω−= +
r rr

Il faudra vérifier le résultat par le calcul direct a r r ca a a a= + +r r r r

4/ Introduisons à présent le vecteur de rotation .kω ω=
rr . nous utilisons la loi(4.72) 

démontrée en cours pour calculer les deux composantes de la vitesse d’entraînement: 
' 'e

dOOv O M
dt

ω= + ∧
uuuur

uuuuurrr

.sin . .cos . 0 0
cos 2 sin 2 0

e

i j k
v R t i R t j

R t R t
ω ω ω ω ω

ω ω

−
= − + +

rr r

r rr

( ) ( )
.sin . .cos . .sin 2 . .sin 2 .

. sin sin 2 . . cos sin 2 .
e

e

v R t i R t j R t i R t j

v R t t i R t t j

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

= − + − +

= − + + +

r r r rr

r rr

Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver l’accélération 
complémentaire ou accélération de Coriolis: 
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( )
2 2

2

2 0 0
.sin 2 .cos 2 0

2 .cos 2 . 2 .sin 2 .

2 . cos 2 . sin 2 .

c r c

c

c

i j k
a =2 v a

R t R t

a R t i R t j

 a R t i t j

ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

−
∧ ⇒ =

−

= − −

= − +

rr r

rr r r

r rr

r rr



1
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������� 	
XOY��
��� ���� �'OX��� 

������OZ����� ����� ����� ω θ= &.�
���
�����( )M OM r=��
����� ��� 'OX����� 

������ �� ���� !��"�� ���
���a.��#����$� � ���� 	

M	
 �%��0M&� �'��� �� �&��� ���� 	
 �O.

1/�������� )������ ����'*�� ��
���� )����'�� &+��
,� �
�-��� � �%��M.

� &+�����'� 	-'� 	��� ��
���� )����'�)!�*�� (
�-
��� �
�-��� ������ ��'* �0% �M.

2/������ &�� �12'OX������ ��� 3�-�� OX	
 

Exercice 4.31 
Dans le plan XOY , une droite 'OX tourne autour 
de l'axe OZ avec une vitesse angulaire ω θ= &

constante. Un mobile ( )M OM r= se déplace sur la 

droite 'OX d'un mouvement rectiligne uniformément 
accéléré d’accélération a . A l'instant initial M se 
trouve en 0M , au repos, puis s'éloigne deO .

1/Déterminer les expressions littérales vectorielles 
des vitesses relative, d'entraînement et absolue deM .

Déterminer les expressions littérales donnant la 
norme et la direction du vecteur vitesse absolue du 
pointM .

2/ Si l'axe 'OX est confondu avec l'axe OX à

�����29.4 
�0��4��� ����� ���5 &�h&��� -
�� ���� ���� 

��#����� ���� .����� ��6�*�� 3
� 7�%� �0-�
�
������ �� ���� �������g.

1/���� !����� -���� 8%�� 	
 ������ ���� �9 ��

��� ���������� �� ��� ���vr��6�*� +��� �

:������ ��� � �� -�
��� 
2/�12 ���1��� 8%���� ;4� 	
 ������ ���� �9 ��

�!������ &5 ��<��
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������ �� ���� ������� ���
��� �����ea

r
:
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Exercice 4.29
On laisse tomber d’un immeuble de hauteur h une 

bille sans vitesse initiale. La chute de celle-ci 
s’effectue à la verticale selon un mouvement 
uniformément accéléré d’accélération g .

1/ Quelle est la trajectoire de la bille dans un 
référentiel lié à une voiture se déplaçant suivant un 
mouvement rectiligne et uniforme de vitesse vr et 
passant à la verticale de chute au moment du lâcher ? 

2/ Quelle est la trajectoire de la bille dans le même 
référentiel si on admet que la voiture entame au 
moment du lâcher et à partir de la verticale de chute un 
mouvement rectiligne uniformément accéléré 
d’accélération ea

r
?

(représenter dans chaque cas la trajectoire 
demandée).  

�����30.4 
)����� 7������ 	
 ���'�OXY&����� ���% Oxy

������� ��*� >�� &�����Ox����� θ8� 
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1/�-
��� &������� ������� � ������M�
2/�+�%�� ����� � ���� 
3/�;������� ����� 
4/,� &�
�-��� ������� � ������ @����2M

������A��)���-
�� .

Exercice 4.30 
On considère dans le repère fixe OXY le système 

de deux axesOxy mobiles tel que l’axeOx forme 
l’angleθ avec l’axeOX . Un point matérielM se 
déplace sur l’axeOx , sa position est définie 
par r OM= . Calculer :  

1/ la vitesse et l’accélération relatives du point, 
2/ la vitesse et l’accélération d’entraînement, 
3/ l’accélération Coriolis. 
4/ En déduire la vitesse et l’accélération absolue du 

pointM dans les coordonnées polaires. 
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�-
��� )������2 =��5 ���#����A� � ����M	
 
� ����3t s=.

� ���� B19 	
 ��C��� ������ �'*5 ���5M.
3/������D� !���6 	
 ����'*�� ��
���� )����'�� &+��)

�%�� �������� )�������� ���-
��
,� ;������� �M.

���� )����'�� &+�����'� 	-'� 	��� ��
)!�*�� (
�-
��� 3�-��� ������� ��'* �0% �M.
	
 B19 )�������� �'*5 ���5M.

)��-'��� :0 1OM cm=�22 .a cm s−=�

1.
5
rad sπω θ −= =&

l'instant initial, calculer les coordonnées du point M
à la date 3t s= . Dessiner les trois vecteurs vitesses à 
cette date.  

3/ Déterminer les expressions littérales vectorielles 
dans une base polaire des accélérations relative, 
d'entraînement et de Coriolis deM .

Déterminer les expressions littérales donnant la 
norme et la direction du vecteur accélération absolue 
du pointM .

Dessiner ces vecteurs accélérations à t =3s. 
Données: 0 1OM cm= ; 22 .a cm s−= ;

1.
5
rad sπω θ −= =& .

X

Y

O

ω

A

M
R
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Exercice 4.32
Un disque circulaire de centre A et de rayon R roule 
sans glisser sur l’axe OX avec une vitesse 
angulaireω constante. Au départ 0t = , un 
pointM de la circonférence coïncide avec 
l’origineO .

1/ Quelles sont les coordonnées du pointM au 
temps t en fonction de ,Rω et t ? En déduire la 
nature de la trajectoire. 

2/ Calculer la vitesse absolue et la vitesse relative en 
précisant leurs directions par rapport à l’axeOX .

3/ A partir des expressions des vecteurs de la vitesse 
absolue et la vitesse relative, vérifier la norme et la 
direction du vecteur vitesse d’entraînement.   
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�����ω θ= &.
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� �
���( )OM r M=��� ������ 

��
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( )0 cos sinr r t tω ω= + 8�0r cte=
1/� ���� 	
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 ��0�-
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 �0��.
2/� ���� 	
 ���t��$�� 0�ω	����� ������� �

Exercice 4.33
Dans le plan XOY , une droite tourne autour de 
OZ avec une vitesse constante ω θ= & .
Un point mobile ( )M OM r= se déplace sur la 

droite 'OX suivant la loi : 

( )0 cos sinr r t tω ω= + avec 0r cte= .

1/ Déterminer à l’instant t en fonction de 0 etω , la 

vitesse relative et la vitesse d’entraînement de M par 
leurs projections dans le repère mobile ' ' 'X O Y . En 
déduire la vitesse absolue exprimée dans cette même 
base de projection, et montrer que le module de celui-
ci est constant. 
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����� 34.4 
����1 �
���M��� ����� ����� 	������ H�6� ��� 
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�-
��� &�O� ���� 	
 0t =!���� �
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1/������ 	����� =��5Mv

r
������� �Ma

r
,� M	
 

�������� !���
��( ),ru uθ
r r

����1��� �-������ .

2/)������A� =��5, ,M M Mx yθ	
 ����1�� 
)� ����0 ,15 ,30 , 45 ,60s s s s s.��� ������ ���5
���%��.

3/��'* ������ ��� ���������Mv
r� ���� 	


45t s=������� ��'* �Ma
r� ���� 	
 60t s=.

Exercice 4.34 
Une mouche M se déplace sur l’aiguille des 

secondes d’une montre accrochée à un mur vertical 
avec un mouvement uniforme de vitesse v . La 
mouche part du point O à l’instant 0t = pour 
atteindre l’extrémité de l’aiguille de longueur 20cm
une minute plus tard. 

1/ Ecrire les expressions de la vitesse Mv
r

et de 

l’accélération Ma
r

de M dans la base mobile 

( ),ru uθ
r r

associée à la mouche. 

2/ Calculer les coordonnées , ,M M Mx yθ de la 

mouche aux instants 0 ,15 ,30 , 45 ,60s s s s s .
Dessiner la trajectoire sur le mur. 
3/ Représenter sur la trajectoire le vecteur vitesse  

Mv
r

au temps 45t s= et le vecteur accélération Ma
r

au temps 60t s= .

�����35.4 
7������ 	
OXYB�-6 FG� H�6 ���� �R

�-6�OA����� ����� ����� ω�-
��� ���O.
������� B����� ��*�'O&����� 

&���-���' ' 'O X Y)������' 'O XK%�� 
3
�OA.( 

� ���� 	
 0t =�A��� 8
�OX�OX
�'OX��-L &�

����.

�-
�M	
 ������� 	
 )��� �A��� �
��� �
������� ������ ;4�� =%���� B�%�$� 	
 -�����ω.

1/��'* 	����� !�*��� =��5 ���� 	

����� �M��'��� 	
 OXY))����� 3�*�OM
uuuur

.( 
2/,� &������� �������� ������ )����� =��5M

��'��� 	
' ' 'O X Y	
 �� OXY.
3/�/��'��� 	
 �%�� ���� )����� =��5OXY

)������ =���� &���6 ���'����.
=/	
 �%�� ����� )����� ������ =��5
��'���OXY	������� ������� @����2 M);�������.(

4/�%�� ����� � �%�� ���� )����� &� ��J�
���� ��'* ��
� 	��� )����'�� ���'���� 	���
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Exercice 4.35
Dans le planOXY , un cercle de rayon R , de diamètre 
OA , tourne à la vitesse angulaire constante ω autour du 
point O . On lie à son centre mobile 'O deux axes 
rectangulaires ' ' 'O X Y (l’axe ' 'O X est dirigé suivant 
OA ). 
A l’instant 0t = , A est sur OX , OX et 'OX étant 

colinéaires. 
Un point M , initialement en A , parcourt la 

circonférence dans le sens positif avec la même vitesse 
angulaireω .

1/ Calculer directement les composantes des vecteurs 
vitesse et accélération deM dans le repère OXY (en 

dérivant les composantes de OM
uuuur

). 
2/ Calculer les composantes de la vitesse et de 

l’accélération relatives de M dans le repère 
' ' 'O X Y puis dansOXY .

3/ a/ Calculer les composantes de la vitesse 
d’entraînement dans le repère OXY par la loi de 
composition des vitesses. 

 b/ Calculer de même les composantes de 
l’accélération d’entraînement dans le repère OXY ; en 
déduire l’accélération complémentaire (Coriolis). 
4/ vérifier les expressions des composantes de la vitesse 

,� 	������� ������� � �%�� �����M�0��-�
�N� 
������� ��'��� 	
' ' 'X O Y.3�-��� ������� @����2

 �19 !�* &5 &�� � �-�
�A� !���6 ;4� 	
 K�� ��'���
�����.

2/ Déterminer à l’instant t en fonction de 0 etω ,
l’accélération relative l’accélération d’entraînement et 
l’accélération complémentaire de M par leurs 
projections dans le repère mobile ' ' 'X O Y . En 
déduire l’accélération absolue exprimée dans cette 
même base de projection, et montrer que le module de 
celle-ci est constant. 
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d’entraînement et celle de l’accélération complémentaire 
en utilisant les expressions faisant intervenir le vecteur 
rotationωr .

X

Y

O

ω
AM

'O

'X'Y
θ

θ
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 Corrigés des exercices 3.1 à 3.7 7.3 إ	� �1.3
�ل ا	���ر�� ��
 

Exercice 3.1: 
Si l’expression du vecteur en coordonnées cartésiennes est V Xi Yj= +

ur r r , alors, il est 
possible d’écrire l’expression du même vecteur en coordonnées polaires sous la forme: 

. .r rV V u V uϕ ϕ= +
ur r r . Connaissant les expressions des vecteurs unitaires rur et uϕ

r dans la 

base ( ),i j
r r

, on peut déterminer les valeurs rV et Vϕ .

( ) ( ).cos .sin
.cos .sin .sin .cos

.sin .cos
r

r

u i j
V V i j V i j

u i j ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= +
⇒ = + + − +

= − +

r rr
ur r r r r

r rr

En organisant la dernière équation: 

cos sin sin cosr r

X Y

V i V V j V Vϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
   
   = − + +
   
   

ur r r

144424443 144424443

Ainsi nous aboutissons à un système de deux équations à deux inconnues rV et Vϕ :
cos sin

sin cos
r

r

V V X
V V Y

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− =
 + =

Après résolution on trouve:        
 cos sin sin cosrV X Y   ;  V X Yϕϕ ϕ ϕ ϕ= + = − +

L’expression du vecteur V
ur

est donc : 

( ) ( )cos sin sin cosrV X Y u X Y uϕϕ ϕ ϕ ϕ= + + − +
ur r r

Nous constatons que, pour trouver les deux résultats précédents, il y a beaucoup de calculs 
à faire si on  suit la méthode algébrique ordinaire. Il est plus facile et plus rapide si on opte 
pour la méthode des matrices. Rappelons brièvement cette dernière méthode:  
On part de l’étape où nous avons obtenu les deux équations :  

cos sin
sin cos

r

r

X V V
Y V V

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= −

= +
 

Nous créons une matrice de déplacement: 
cos sin cos sin
sin cos sin cos

r rV VX X
V VY Yϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

−           
= ⇔ =          −          

 

Le résultat est: 
cos sin sin cosrV X Y   ;  V X Yϕϕ ϕ ϕ ϕ= + = − +

L’expression du vecteur V Xi Yj= +
ur r r

en coordonnées polaires est donc: 

( ) ( )cos sin sin cosrV X Y u X Y uϕϕ ϕ ϕ ϕ= + + − +
ur r r

Exercice 3.2: 
Le vecteur s’écrit : . . .r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +

ur r r r

Dans la base ( ), ,i j k
rr r

, il s’écrit v xi y j zk= + +
r r r r
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Il faut se rappeler  des expressions des vecteurs unitaires ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r en fonction de , ,i j k

rr r
:

( ) ( )
( )

.sin cos .sin sin .cos .cos cos .cos sin .sin

.sin .cos

rV V i j k V i j k

 V i j

θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + + + + − +

− +

ur r rr r r r

r r 

Développons et organisons la dernière équation pour trouver l’expression du vecteur V
ur

en 
coordonnées cartésiennes. 

…….
Les coordonnées cartésiennes sont: 

sin cos cos cos sin

sin sin cos sin cos

cos sin

r

r

r

X V V V
Y V V V
Z V V

θ ϕ

θ ϕ

θ

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ θ

= + −

= + +

= −

Le vecteur . . .r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r s’écrit donc dans la base ( ), ,i j k

rr r
:

( ) ( )
( )

sin cos cos cos sin sin sin cos sin cos

cos sin

r r

r

V V V V i V V V j

V V k
θ ϕ θ ϕ

θ

θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

θ θ

= + − + + + +

−

r r r

r

Exercice 3.3: 
Le vecteur V

ur
dans la base ( ), , zu u uρ ϕ

r r r s’écrit sous la forme: . . .z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
ur r r r

Connaissant les expressions des vecteurs unitaires ( ), , zu u uρ ϕ
r r r en fonction de , ,i j k

rr r
on 

peut écrire: 

( ) ( )
.cos .sin

.sin .cos .cos .sin .sin .cosr z

z

u i j

u i j V V i j V i j V k

u k

ρ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= +

= − + ⇒ = + + − + +

=

r rr

ur rr r r r r rr

rr

En organisant l’expression obtenue elle devient: 

{
cos sin sin cos z

ZX Y

V i V V j V V V kρ ϕ ρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
   
   = − + + +
   
   

ur rr r

144424443 144424443
 

On obtient un système  de trois équations à trois inconnuesVρ , Vϕ et zV
cos sin

sin cos
r

r

z

X V V
Y V V
Z V

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= −
 = +
 =

On a le droit de choisir la méthode que nous maîtrisons le mieux pour arriver au résultat 
attendu. Si on choisit la méthode des matrices le raisonnement est le suivant: 

On crée une matrice de déplacement à partir du système d’équations obtenu: 
 

cos sin 0 cos sin 0
sin cos 0 sin cos 0

0 0 1 0 0 1z z

X V V X
Y V V Y
Z V V Z

ρ ρ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

−           
           = ⇔ = −           
                      

Le résultat se déduit directement: 
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cos sin sin cos zV X Y   ;  V X Y   ;  V Zρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ= + = − + =

( ) ( )cos sin sin cos zV X Y u X Y u Zuρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ= + + − + +
ur r r r

Exercice 3.4: 
Le vecteur V

ur
dans la base ( ), ,ru u uθ ϕ

r r r s’écrit sous la forme : . . .r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r

Connaissant les expressions des vecteurs unitaires ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r en fonction de , ,i j k

rr r
, on 

peut écrire: 
.sin cos .sin sin .cos

.cos cos .cos sin .sin

.sin .cos

ru i j k

u i j k
u i j
θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + +

= + −

= − +

rr rr

rr rr

r rr

( ) ( )
( )

.sin cos .sin sin .cos .cos cos .cos sin .sin

.sin .cos

rV V i j k V i j k

 V i j

θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + + + + − +

− +

ur r rr r r r

r r 

Développons puis organisons l’équation précédente pour obtenir: 

sin cos cos cos sin sin sin cos sin cos

cos sin

r r

YX

r

Z

V i V V V j V V

 k V V

θ ϕ θ

θ

θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

θ θ

   
   = + + − + + + +

     
 
 −
 
 

ur r r

14444442444444314444444244444443

r

144424443

On constitue un système de trois équations à trois inconnues rV , Vθ et Vϕ :
sin cos cos cos sin

sin sin cos sin cos

cos sin

r

r

r

X V V V
Y V V V
Z V V

θ ϕ

θ ϕ

θ

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ ϕ

θ θ

= + −
 = + +
 = −

Si on choisit la méthode des matrices, qui a fait preuve d’aboutir au résultat escompté très 
facilement et très rapidement, on doit d’abord construire la matrice de déplacement à partir du 
système d’équations précédent: 

sin cos cos cos sin sin cos sin sin cos
sin sin cos sin cos cos cos cos sin sin

cos sin 0 sin sin 0

r rX V V X
Y V V Y
Z V V Z

θ θ

ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ
θ θ ϕ ϕ

   −       
          = ⇔ = −          
          − − −          

 

On trouve: 

sin cos sin sin cos cos cos cos sin sin

sin cos

rV X Y Z   ;  V X Y Z  

V X Y   

θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + + = + −

= − +

En fin de compte l’expression du vecteur V Xi Yj Zk= + +
ur rr r

en coordonnées sphériques est: 

( ) ( )
( )

sin cos sin sin cos cos cos cos sin sin

sin cos
rV X Y Z u X Y Z u

 X Y u
θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + + + + − +

− +

ur r r

r
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Exercice 3.5: 
Commençons par transformer le vecteur 

2 cos .A u u ϕρ ϕ= +
ur r r

en coordonnées 
cartésiennes: 

( ) ( )2 .cos .sin cos sin cosA i j i jρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + − +
r r r r r

En développant et  en organisant l’équation, nous obtenons l’expression du vecteur A
r

en 
coordonnées cartésiennes:  

{
2 2 2

2 2 2

.cos cos .sin sin cos 0

.cos cos .sin sin cos

ZX Y

A i j k

X ; Y=   ;  Z=0

ρ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ

   
= − + + +      

   
= − +

rr r r

14444244443 1442443 

On doit maintenant transformer cette dernière expression en coordonnées sphériques en 
faisant appel au résultat de l’exercice 3.4: 

( ) ( )
( )

sin cos sin sin cos cos cos cos sin sin

sin cos
rA X Y Z u X Y Z u

X Y u
θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

= + + + + − +

− +

ur r r

r

Il ne nous reste plus qu’à remplacer , ,X Y Z par leurs valeurs respectives trouvées ci-dessus:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

.cos cos .sin sin cos sin cos sin sin

.cos cos .sin cos cos sin cos cos sin

.cos cos .sin sin sin cos cos

rA u

 u

u

θ

ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ θ ϕ ρ ϕ ϕ θ ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ θ ϕ ρ ϕ ϕ θ ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ

 = − + + + 
 − + + + 
 − + + + 

ur r

r

r

Exercice 3.6: 
Le vecteurV

ur
dans la base ( ), , zu u uρ ϕ

r r r est . . .z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
ur r r r . Partant des 

expressions connues des vecteurs unitaires
 ( ), , zu u uρ ϕ
r r r en fonction de , ,i j k

rr r
, on peut écrire: 

( ) ( )
.cos .sin

.sin .cos .cos .sin .sin .cosr z

z

u i j

u i j V V i j V i j V k

u k

ρ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= +

= − + ⇒ = + + − + +

=

r rr

ur rr r r r r rr

rr

Organisée elle devient: 

{
cos sin sin cos z

ZX Y

V i V V j V V V kρ ϕ ρ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
   
   = − + + +
   
   

ur rr r

144424443 144424443
 

Par identification nous arrivons à: 
cos sin

sin cos
r

r

z

X V V
Y V V
Z V

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= −

= +

=

Le résultat final est: ( ) ( )cos sin sin cosr r zV i V V j V V kVϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ= − + + +
rr r r
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Exercice 3.7: 
1/ Première méthode : Trouver la distance entre les deux points ( ), ,M M MM zρ ϕ  et 

( ), ,N N NN zρ ϕ en transformant l’expression du vecteur MN
uuuur

en coordonnées cartésiennes. 
La figure montre que la distance entre les points M et N est égale au module du 

vecteur MN
uuuur

:
( ) ( )N MN N z M M zMN ON OM u z u u z uρ ρρ ρ= − = + − +

uuuur uuur uuuur r r r r

( ) ( ) ( )1
N MN M N z M zMN ON OM u u z u z uρ ρρ ρ= − = − + − →

uuuur uuur uuuur r r r r

Z

Mz

M

N

O

X

Y

Mϕ

Nϕ

Mρ

Nρ

Nz

i
r j

r

MN
uuuur

M
uρ
r

N
uρ
r

Mx

MyNy

Nx

Expressions des vecteurs unitaires ,
N M

u uρ ρ
r r et zur :

.cos .sin

.cos .sin
N

M

N N

M M

z

u i j

u i j

u k

ρ

ρ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= +

= +

=

r rr

r rr

rr

Remplaçons ,
N M

u uρ ρ
r r dans l’équation ( )1 :

( ) ( ) ( ).cos .sin .cos .sinN N N M M M N z M zMN i j i j z u z uρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ= + − + + −
uuuur r r r r r r

Nous organisons l’équation pour qu’elle devienne : 
( ) ( ) ( )cos cos sin sinN N M M N N M M N MMN i j z z kρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= − + − + −

uuuur rr r
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La distance entre les points M et N est égale à la norme du vecteur MN
uuuur

:

( ) ( ) ( )2 2 2cos cos sin sinN N M M N N M M N MMN z zρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= − + − + −
uuuur

Après calculs nécessaires on trouve : 

( ) ( ) ( )22 2 2 . cos .cos sin .sin 2N M N M N M N M N MMN z zρ ρ ρ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ = + − − + − → 
uuuur

2/ Deuxième méthode ::trouver la distance entre les points ( ), ,M M MM zρ ϕ et 

( ), ,N N NN zρ ϕ  par le calcul direct: 

( ) ( )
( ) ( )

( )22 2 2 . cos( , )

N M

N M

N M

N N z M M z

N M N M z

N M N M N M

MN ON OM u z u u z u

MN u u z z u

MN u u z z

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

= − = + − +

= − + −

= + − + −

uuuur uuur uuuur r r r r

uuuur r r r

uuuur r r

 

D’après la figure, nous voyons que l’angle compris entre les deux vecteurs unitaires 
,

N M
u uρ ρ
r r est égal à N Mϕ ϕ− . Nous obtenons donc: 

( ) ( )22 2 2 . cos( ) 3N M N M N M N MMN z zρ ρ ρ ρ ϕ ϕ= + − − + − →
uuuur

Pour vérifier que les deux résultats ( )2 et ( )3 sont compatibles, il suffit de procéder à une 

transformation trigonométrique adéquate de l’équation ( )2 :
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Exercice 3.1 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 
cartésiennes ( ),i j

r r
en coordonnées 

polaires ( ),ru uϕ
r r : V Xi Yj= +

ur r r
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�( ), ,ru u uθ ϕ
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�( ), ,i j k
rr r

:r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r

Exercice 3.2 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 
sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ

r r r
en coordonnées 

cartésiennes: ( ), ,i j k
rr r

r rV V u V u V uθ θ ϕ ϕ= + +
ur r r r
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�( ), ,i j k
rr r
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�

��#�� $%�( ), , zu u uρ ϕ
r r r:V Xi Yi Zi= + +

ur r r r

Exercice 3.3
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

en coordonnées 

cylindriques ( ), , zu u uρ ϕ
r r r : V Xi Yi Zi= + +

ur r r r
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4.3:
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��
� ����
� ����� ����

 ��������
�( ), ,i j k
rr r

�������	� ���� �
� 

���
���( ), ,ru u uθ ϕ
r r r:V Xi Yj Zk= + +

ur rr r

Exercice 3.4 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

en coordonnées 

sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r : V Xi Yj Zk= + +

ur rr r

�����	
5.3 
�������	� �
� �
��
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� ����� ����

�����
�( ), ,ru u uθ ϕ
r r r:2. cos .A u uρ ϕρ ϕ= +

r r r

Exercice 3.5 
Convertir le vecteur suivant en coordonnées 

sphériques ( ), ,ru u uθ ϕ
r r r

: 2. cos .A u uρ ϕρ ϕ= +
r r r

�����6.3 
�������	� 
� �
��
� ����
� ����� ����

��#�� $%�( ), , zu u uρ ϕ
r r r�������	� ���� �
�

��������
�( ), ,i j k
rr r

:z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
r r r r

Exercice 3.6 
Convertir le vecteur suivant des coordonnées 

cylindriques ( ), , zu u uρ ϕ
r r r

en coordonnées 

cartésiennes ( ), ,i j k
rr r

: z zV V u V u V uρ ρ ϕ ϕ= + +
r r r r
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7.3:

�� !# 
�� �&�$�
� ����� �� ( ), ,M M MM zρ ϕ 

�( ), ,N N NN zρ ϕ
��'��(�
� 
��!�� 
�� )
* �:

1/����
� ����� ������MN
uuuur

�������	� �
� 
,��������
� 

2/�����
� -�$�
�� .
�� �&�$�
� 
/ 
��
 
�� !#
�M�N�
��
� ���
�� -��� :

( )
( )

22 2

2 . .cos
N M N M

N M M N

z z
MN

ρ ρ

ρ ρ ϕ ϕ

+ + − −
=

−

uuuur
 

Exercice 3.7 
Trouver la distance entre les deux points 

( ), ,M M MM zρ ϕ  et ( ), ,N N NN zρ ϕ  par les 
deux méthodes : 

1/ en convertissant l’expression du vecteur MN
uuuur

en 
coordonnées cartésiennes. 
2/ par le calcul direct. 
 Montrer que la distance entre les points M etN
s’écrit : 

( )
( )

22 2

2 . .cos
N M N M

N M M N

z z
MN

ρ ρ

ρ ρ ϕ ϕ

+ + − −
=

−

uuuur
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 1.6 ��� 15.6 Corrigés des exercices de 6.1 à 6.15  
 

Exercice 6.1: 
1/

( ) ( ) ( )

2

1 2 4 2 3 4 2

4

yx

x z

y z

FF
y x
F F F x y z i x y z j x y z k
z x

F F
z y

β

γ

α

∂∂
= ⇒ =

∂ ∂
∂ ∂

= ⇒ = − ⇒ = + + + − − + − +
∂ ∂
∂ ∂

= ⇒ =
∂ ∂

rr r r
 

2/ ( ), ,pF gradE x y z= −
uuuuurr

( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2

2

2 2

2

1 2 4 ,
2

, 32 2 3 ,
2

1 32 4
2 2

4 4 2 2

 

p
x p

p
y

p

p
z

te

E
F E x xy xz f y z

x
E f y z

F x x y z f x y y yz g z
y y

E x xy xz y yz g z

E g z g z
F x y x y z z

z z z
g z z C

∂
− = ⇒ − = + + +
∂
∂ ∂

− = ⇒ + = − − ⇒ = − − +
∂ ∂

− = + + − − +

∂ ∂ ∂
− = ⇒ − + = − + ⇒ =
∂ ∂ ∂

= +

 

2 2 21 32 4
2 2

te
pE x xy xz y yz z C= − − − + + − +

( )0,0,0 2 2te
pE C= ⇒ =

2 2 21 32 4 2
2 2pE x xy xz y yz z= − − − + + − +

Exercice 6.2: 
1/ Pour que la force F

r
dérive d’un potentiel, il est impérative que l’équation 0rotF =

uuur rr
soit 

vérifiée. 

( ) 2 21, , ,
2x y zF X x z F yz F x y= = = +  

( )

( )

0 1

2 2 2

y tex x
x

tex xz
x

FF F F C
y x y
F FF x F xy C
z x z

∂∂ ∂= ⇒ = ⇒ = →
∂ ∂ ∂
∂ ∂∂= ⇒ = ⇒ = + →
∂ ∂ ∂

 

( ), 2xF X x z xz= =  
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pF gradE= −
uuuuurr

: 2 21
2pE x z y z= − −  

2/ Calcul du travail par deux méthodes. 
Première méthode: 

( ) ( ), . , .p p p
L

dW dE dW F dl W F dl E B E A= − = = = −∫
uur uurr r

( ) ( ) 2
p pW E B E A h Rπ= − =

Deuxième méthode: 
B

x y z
A

W F dx F dy F dz = + + ∫
2W R hπ=

Les deux résultats sont identiques. 
3/ La force étant conservatrice, le travail est le même quelque soit le chemin suivi. 

 
Exercice 6.3: 

Quelque soit le chemin suivi le travail de la force est W Fdr= ∫
r r

a/ Le travail de la force F
r

suivant le chemin rectiligne. 
Rappel mathématique: Pour trouver l’équation d’une droite passant par les deux points 

( ), ,P P PP x y z et ( ), ,Q Q QQ x y z , on doit poser les équations suivantes: 

P P P

Q P Q P Q P

x x y y z z
x x y y z z
− − −= =
− − −

Puis en déduire l’équation de la trajectoire: 

2
1 2 1

2 1 4 2 1
1 1
2

y x
x y z z x

z y

=
− − += = ⇒ = −
− − −

= − +

7 2,33
3

W J= =  

b/ Le travail de la force F
ur

suivant la courbe brisée ABCD .
Dans ce cas, on divise le travail total ADW en trois travaux ,BC ABW W et CDW effectués suivant 
les segments ,BC AB etCD .

5,67AD AB BC CD ADW W W W W J= + ⇒ = −

c/                                                     21,1W J≈
Exercice 6.4: 

a/ 2
pdE k

dr r
= . ; 2

te
p p

k kE dr E C
r r

= ⇒ = − +∫

p
kE
r

= −
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1
2c

kE
r

=

1 1
2 2

k k kE E
r r r

= − ⇒ = −

b/                         21 1
2 2c

k kE mv v
r mr

= = ⇒ =

c/  
2

O O zL r mv L mr uθ= ∧ ⇒ =
r rr r r&

2 2 1
O O O

kL mr L mr L mkr
r mr

θ= ⇒ = ⇒ =&

Exercice 6.5: 
a/  

{

3 4

0 00

; 45x y z x yW F dx F dy F dz W F dx F dy W J
− 

= + + ⇒ = + =  
 
∫ ∫ ∫  

b/                      , 75moy moy
WP P W
t

= =  

c/  
45c i cE W E J∆ = ⇒ ∆ =∑

d/  

12
, 9, 48cE

v v ms
m

−∆
= =  

e/  
45p pE W E J∆ = − ⇒ ∆ = −

D’après les résultats obtenus on remarque que pE Ec∆ = −∆  , on explique cela comme 

suit:  
La particule quitte l’origine sans vitesse initiale, c'est-à-dire qu’elle n’avait initialement 

aucune énergie cinétique, mais par contre elle possédait une énergie potentielle. En arrivant au 
point A avec la vitesse calculée précédemment elle a acquit donc une énergie cinétique 
exactement égale à l’énergie potentielle qui a été totalement dépensée. Au point A l’énergie 
potentielle est nulle ( ), 0p AE = .
Calculons le travail fourni par la force lors de son déplacement de A à B :

( )
7 16

3 4

7 16

3 4

7 6 28 72 44

AB

AB x y AB x y

AB AB

dW F dr

W F dx F dy W F dx F dy

W dx dy W J

−

−

=

= + ⇒ = +

= − + = − + ⇒ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

uurr

On peut calculer à présent l’énergie potentielle ,p BE au point B :
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, , , ,44   ,  44P A p B AB p B p BE E W E E J− = − ⇒ = = 

Exercice 6.6: 
1 2 3 1 2 3p p p p Mv mv mv mv= + + ⇒ = + +r r r r r r r r

pr

2pr

3pr

1pr
45° 45°

م���ا���


م���ا��

O

A

B
2 3p p+r r

45°

2 2
2 3 2 3 2 2R p p R p p R mv= + ⇒ = + ⇒ =

r r r

1 2 3 1 1 2

1
1 2 2

1
2 3

2

33 2
2

11,3

R

p p p p p p R Mv mv mv

v vM m v v v v

v v ms−

= + + ⇒ = + ⇒ = +

−= ⇒ = + ⇒ =

= =

r

r r r r
123

 

Exercice 6.7: 
1/  

102
, 0,33

mv
v v ms

M m
−= =

+

0 0 , 2,33Mx v x cm
k

= =  

2/  

( )' ' ' ' 10
1 2 0 , ' 0,17mvp p mv M m v v v ms

M m
−= = + ⇒ = =

+
3/  

( )
( )

2 '2 ' ' 0
0 0

'
0

1 1, ' ,
2 2

 2,33

c p
mvM mE E M m v kx x v

k k m M

x cm

+= + = ⇒ = =
+

=

'2
0

1 , 2,17
2

c

c p

E W
W kx W J

E E
∆ =

⇒ = =
∆ = ∆

∑

Exercice 6.8: 
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1/ Le graphe ci-dessous représente les variations de l’énergie potentielle en fonction de la 
distance .

a0

pE

,maxpE
0 a +∞

2
2 2/

22 1p r adE rKr e
dr a

− 
= − 

 

2

2

pd E
dr

2

2

p pd E dE
dr dr

  
     

( )pE r

+ − +

0+ −

+ −

0

2/ L’énergie potentielle atteint sa valeur maximale quand sa  première dérivée par rapport 
à s’annule: 

2 2
2

/
2

2 1
,max

2 1 0p r a

p

dE rKr e r a
dt a

r a E Ka e

−

−

 
= − = ⇒ = 

 

= ⇒ =

3/ Les positions d’équilibre correspondent à l’annulation de la dérivée première 0pdE
dt

= ,

où ] [,r∈ −∞ +∞ .

{ }2 2
2

/
22 1 0 0, ,p r adE rKr e r a

dt a
− 

= − = ⇒ = ± ±∞ 
 

 

4/ Les positions d’équilibre stable correspondent aux positions pour lesquelles
2

2 0pd E
dt

f ,

et 0pdE
dt

= , de là et d’après l’énoncé on obtient: 

{ }
2

2
2 2 4

2 2 22 1 5 2 0 0,
r

p a
d E r rK e r
dt a a

− 
= − + ⇒ = ±∞ 

 
f

5/ L’expression de la force ( )F M
r

nous la déduisons de la formule ( ) pF M E= −∇
r r

:

( ) ( )

( ) 2 2
2

/
22 1 .

p
p

r a
r

dE
F M E F M u

dt

rF M Kr e u
a

−

= −∇ ⇒ = −

 
= − − 

 

r r r r

r r

Exercice 6.9: 
1/                                                      2Bv gH=

2/                                                   ( )1 cosh r θ= −
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3/ 22C Bv gh v= − +

4/  
23 cos 2 B

mR mg mg v
r

θ= − +

5/ ,min 4Bv gr=

6/                                                                  SR mg= −
Quand la particule se déplace entre les points cités plus haut le signe de la réaction 

change du positif au négatif. Cela prouve l’inversion du sens de la réaction au point I (On 
comprend de cela que la réaction s’annule au point I ). Le point où s’annule la réaction est 
défini par l’angle Iθ que nous voulons déterminer : 

2cos 132
3I Iθ θ= − ⇒ ≈ °

7/                                          ,00 5BR v rg≥ ⇒ ≥  ;  5
2

H r≥

Exercice 6.10: 
Première collision: 

1 1
2

1 2

2m vv
m m

=
+

Deuxième collision: 

 2 2
3

2 3

2m vv
m m

=
+

( )( )
1 2 1

3
1 2 2 3

4m m v
v

m m m m
=

+ +
 

Pour simplifier posons 2 3 ,m x v y= = et écrivons : 

( ) ( )
1 1

1 3

4m v xy
m x x m

=
+ +

 

Dérivons l’équation ( )y f x= pour obtenir: 

( ) ( )
2

1 3
1 1 2 2

1 3

4
m m xdy m v

dx m x x m
−

=
+ +

 

y atteint sa valeur maximale quand  0dy
dx

= , d’où : 

2
1 3 2 1 30 0dy m m x x m m m

dx
= ⇒ − = ⇒ = =  
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La valeur obtenue est celle de la masse 2m pour que la bille 3m acquière une vitesse 
maximale ,maxv après que la bille 2m l’ait percutée. Quant à l’expression de la vitesse 

maximale on l’obtient en remplaçant 2m dans l’équation ( )9 :

( ) ( )
1 1 3 1

,max
1 1 3 1 3 3

4m m m v
v

m m m m m m
=

+ +
 

Exercice 6.11: 
1/ cos   ,  4,9f mg f Nµ α= =  
2/  

12 sin   ,  3,88 .B B
fv a g v m s
m

α − = − = 
 

 

( )
1/ 2

2 1
0

12 sin   ,  4,6 .
2 Bv g a l v v m sα − = − + ≈  

 

3/                        2 21 1 , , 14,5
2 2c p

mE E mv kx x v x cm
k

∆ = ∆ = ⇒ = =  

4/                          2 2 11 1= , , 4,58
2 2p c

kE E kx mv v x v ms
m

∆ ∆ = ⇒ = =  

2
210 sin   ,  1, 23

2 2 sin
vmv mgd d d m

g
α

α
− = − ⇒ = ≈

Exercice 6.12: 
1/ On considère le plan horizontal passant par le centre de la sphère comme référentiel de 

l’énergie potentielle ( ), 0p OE = .

( )2 cos cosg
R

θ α θ= −&

2/                                               ( )3cos 2cosN mg θ α= −

3/                                           0 0
20 cos 48
3

N θ θ= ⇒ = ⇒ ≈ °

Discussion: L’angle sous lequel le point matériel quitte la sphère est indépendant du 
rayon et de la masse de la sphère. Cependant ce résultat change en présence d’une vitesse 
initiale ou de frottement  à la surface. 

Exercice 6.13: 
1/ L’allure générale de la courbe est la suivante: 
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a−
a+ x

pE

2
K
a

2
K
a

−
A

B

2/ Les positions d’équilibre stable sont caractérisées par les deux conditions: 

0

2

20 , 0p p

x

dE d E
dx dx

 
=   

 
f

Les positions d’équilibre instable sont caractérisées par les deux conditions: 

0

2

20 , 0p p

x

dE d E
dx dx

 
=   

 
p

En dérivant pE par rapport à  x deux fois de suite, on obtient: 

( )
2 2

22 2
0pdE a xK x a

dx x a

−= = ⇔ = ±
+

( )
( )

2

22 22

32 22 2

2

0
3

2

0

p

x ap

p

x a

d E
dxx ad E

Kx
dx d Ex a

dx

=+

=−

 
  −  = ⇒
 +
  
 

p

f

Nous remarquons que la position d’équilibre stable est ( )A d’abscisse x a= − , mais la 

position d’équilibre instable est ( )B d’abscisse x a= + .

Exercice 6.14: 
1.a/  

( )' 1 cos . sin .rO P a u a uθθ θ= + −
uuuur r r

' 2 cos
2

O P a θ=
uuuuuur

 

b/                            02 cos cos sin
2 2 2rT k a l u uθ
θ θ θ   = − − −      

r r r  
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2.a/                             
{

0

rv au a u v a uθ θθ θ= + ⇒ =
r

r r r r r& &&

b/                      ( ) 0sin sin
2

a ka mg kl θθ θ ℘= − −  
&

c/  

( ) 0cos 2 cos
2

te
pE a ka mg kl Cθθ = − − +  

 

3.a/                            cos 2 3 cos
2pE mga θθ = −  

sin 3 2cos
2 2

pdE
mga

d
θ θ

θ
 = −  

1

2

00
/ 30 / 2

pdE
d

θ
θ

θ πθ π

==
⇒

=≤ ≤
 

b/  

( )

( )

2

2

1

2

2

3 cos 1
2 2

30 1 0  Equilibre instable
2

/ 3 0  Equilibre stable
2

p

p

p

d E
mga

d

d E
mga

d

d E mga
d

θ
θ

θ
θ

θ π
θ

 
= −  

 

 
= = −  

 

= =

p

f

Exercice 6.15: 
1/  

( )0 02 1 cosv gl α= −

a/ Cas du choc élastique: 

( )1 0
1 2 1 cos
1

xv gl
x

α−= −
+

( )2 0
2 2 1 cos

1
xv gl

x
α= −

+

( )
2

1 0
1cos 1 1 cos
1

x
x

α α− = − − + 
 

( )
2

2 0
2cos 1 1 cos

1
x

x
α α = − − + 

 

Discussion: 
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1

2

0
1

0
v

x
v

⇒
f

f
f

: Les deux billes remontent dans le même sens après le choc telle que la 

vitesse de 1A soit plus petite que la vitesse de 2A .

1

2 0

0
1

v
x

v v
=

= ⇒
=

: La bille 1A s’arrête après le choc en transférant toute son énergie à la 

bille 2A qui s’élance avec la vitesse 0v .

1

2

0
1

0
v

x
v

⇒
p

p
p

: Les deux billes remontent en sens contraires de telle façon que la bille 1A

revient sur son chemin et la bille 2A se déplace dans le sens contraire. 
b/ Cas du choc mou: 

( )
2

0cos 1 1 cos
1

x
x

α α = − − − 
 

2/ Application numérique: 
a/                            : 2 1/ 3x x= = , cos ' 0,875 ' 29α α= ⇒ = °

b/  
Dans le cas du choc élastique:

2 21 1cos 0,94 20
x x

α α
= =

= ⇒ ≈ °

Dans le cas du choc mou:

2 22 2cos 0,11 83,7
x x

α α
= =

= ⇔ = °
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EXERCICES 
��������� 

�����1.6 
�������	�
 ��
�� ��� ���� ����� ����

�����
����:

( ) ( )
( )

2 3

 4 2

F x y z i x y z j

x y z k

α β

γ

= + + + − − +

+ +

r r r

r

���, ,α β γ �
��� , ,x y z 
����
 F!���"��
.

1/%�� ���&, ,α β γ!��� '��F
r

!��� !� ���(� .

2/!����� �
�
) ���&( ), ,pE x y z*"� +�(� ,-�� 

�����F
r

!& ��.) ( )0,0,0 2pE =.

Exercice 6.1 
Une particule est soumise à une force définie par ses 

coordonnées cartésiennes : 

( ) ( )
( )

2 3

 4 2

F x y z i x y z j

x y z k

α β

γ

= + + + − − +

+ +

r r r

r

Où , ,α β γ sont des constantes. , ,x y z sont en 

mètre et F
r

en newton.  
1/ Trouver les valeurs de , ,α β γ pour que F

r

dérive d’un potentiel. 
2/ Trouver l’expression du potentiel ( ), ,pE x y z

dont dérive la force sachant que ( )0,0,0 2pE = .

�����2.6 

/��.� 0�� 1�
���� %.�� 1� 

��"F
r

�2�
�
) :

( ) 2 21,
2

F X x z i yzj x y k = + + + 
 

rr r r
 

1/!3�)( ),X x z+�(� 1�� F
r

�"��� ���4 !� pE
1� ������ ����� !& ��.)  �2
��" 1��� �O.-�5�"

/������Oxy�"����� ����4.� 6�
�� .
2/,- !��.��� ��4 '.)  !��7.��� !����
4
 8��&

��4����� �9������:
cos   ,  sin   ,  x R y R z hθ θ θ= = =

����� ��)F
r

�4�"�� !� ( )0A θ =6�4�"�� '�

( )B θ π=.

3/'.) ����� �"
���
 �7.��� ����" '.) �:�" �;
<
�= '"�"� ��4 

Exercice 6.2  
On considère dans un repère cartésien un champ 

de forces F
r

d’expression : 

( ) 2 21,
2

F X x z i yzj x y k = + + + 
 

rr r r
 

1. Déterminer ( ),X x z pour que F
r

dérive d’une 

énergie potentielle pE que l’on calculera, sachant que 

la force est nulle en O . On prendra le plan 
Oxy comme origine des énergies potentielles. 
2. Calculer alors, par deux méthodes différentes le 

long de l’hélice d’équations 
paramétriques

cos   ,  sin   ,  x R y R z hθ θ θ= = = , le travail 

de F
r

du point ( )0A θ = au point ( )B θ π= .
3. Obtiendrait-on un résultat différent en calculant le 

travail le long d’une autre courbe ? 
 

�����3.6 
�2�.�� ����� ����� ���"�m����� 
��>� ��� :

( )2 2
x y zF x y u xzu xyu= + + +

r r r r

�4�"�� !�(1,2, 1)A −�� '�6 �4�"( )2, 4, 2D −.

����� ��) 8��&F
r

������� ?������ !� ?.�� �� +�� :
	/%������� AD 
8/
��"��� 4���ABCD��� ( )2, 2, 1B −

�( )2, 4, 1C −
@/��4����� �9������
 A
���� '"�"���:

Exercice 6.3  
Une particule matérielle de masse m se déplace sous 

l’action de la force: 

( )2 2
x y zF x y u xzu xyu= + + +

r r r r

Du point (1,2, 1)A − au point ( )2, 4, 2D − .

Calculer le travail de la force F
r

suivant chacun des 
trajets suivants: 
a/ la droite AD ,
b/ la  ligne  brisée  ABCD où ( )2, 2, 1B − et 

( )2, 4, 1C − ,
d/ la courbe définie par les équations paramétriques : 



2

2, ,x t y t z t= = =
!� ��.4"� ������� �4�"�� !& ��.)A1� 

�B�.��0At =�4"�� '�6 �:� �D1� 

�B�.��2Dt s=.

2, ,x t y t z t= = = , sachant que la particule 

quitte le point A à l’instant 0At = et atteint le 

point D à l’instant 2Dt s= .

�����4.6 
������ ��	
� �
���m��� �	��� ��� 

���2

kF u
r

= −
r r.�� �� ��
���������  !� ��.

"# "��$:
�/'� �	���� ������

2
kE = −(

�/'� �)�
��kv
m

=(

*/�� '����� +,-��L mkr=.

Exercice 6.4 
Une particule de masse m se déplace sous l’action 

d’une force attractive 2

kF u
r

= −
r r

. La trajectoire est 

un cercle de rayon . Montrer que :  

a/  l’énergie totale est 
2
kE = − ,

b/ la vitesse est
kv

m
= ,

c/  le moment cinétique est L mkr= .

�����5.6 
6�
��� !� ��04"� ����� ?
���O�4�"�� '�� A

C
 ��
����3 4 16x y zr u u u= − + +r r r r

��>� ��� 

�����7 6x yF u u= − +
r r r

.8��&:
�/��"��� ����� .<�
���� ?.���� D���� %�0�� !� �;

�.).
8/	�'�6 !��� !� ����"9� !�� �-6 �4������ �)�4��

8.4�� 
�=0,6s.
@/������� �.�� !& ��.) ���
��� ���4�� 1� 
�E���

1;1kg.

�/��F���
9� �)
��� �"

�)� �-6 ��F�2"�� �)
���
������.

G/�"�� !�
 �"����� ���4�� 1� 
�E���!��4.<B�0� �-�� 
�4�"�� 1� �"����� ���4�� ���BC
 ��
���� 

' 7 16 42x y zr u u u= + −
r r r r

.

Exercice 6.5 
Une particule se déplace depuis l’origine O jusqu’au 
point A défini par  3 4 16x y zr u u u= − + +r r r r

sous 

l’action de la force 7 6x yF u u= − +
r r r

. Calculer : 
a/ le travail effectué. Est-il nécessaire de spécifier le 

chemin suivi par la particule ? justifier. 
b/ la puissance moyenne s’il faut 0,6s pour aller 

d’un endroit à un autre. 
c/ la variation de l’énergie cinétique sachant que la 

masse de la particule est1kg .
d/ la vitesse finale si on considère la vitesse initiale 

nulle. 
e/ la différence d’énergie potentielle entre les deux 

points. Que remarquez-vous ? Déterminer l’énergie 
potentielle au point B défini par 

' 7 16 42x y zr u u u= + −
r r r r

.
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����� 6.6
�)
�
 ����& ����� �.
"� '�
�18v ms−=
�7"��  

�.���� ������� ���B( �0� '�6 �
4("�.
�� ����& ����"9� �:��� '��H� ��4�

�)
�
116v ms−='.)H� '�6 ��:� ��"���� ��4���  
�":� ����� ���45°������� ��4��� �  +�H� ��

�7�H� ��" !�� � ������� I7" ��� 
��4��.
������� � ��"���� !���B(�� 1�)
� !� �� ��( 8��&.

Exercice 6.6
Une grenade lancée horizontalement avec la 

vitesse 18v ms−= , explose en trois fragments à 
masse égale. 

Le premier fragment continue à se déplacer 
horizontalement à 116v ms−= , un autre est lancé 
vers le haut suivant un angle de 45° et le troisième 
est projeté suivant le même angle vers le bas. 

Trouver la grandeur des vitesses des fragments deux 
et trois.   

�����7.6 
�.�� �
��100M g=*�"�
� �
��  J
�" ���2" 1� 

120k Nm−=����& K����  )+��
��� ��(�� .( 1�>�
 �.��50m g=��
�� �)
�
 1

0 0.5v ms=�� %�4:
 �.����
M�7������ .������ �.���� J
�7".

1/�)
��� 8��&v1�B)H� ����"9� �0x�.��.� M
1� %�:�� ��
 1�)
� J�
���
 !
��� %��:��� ����

M�m%�:�� ��
 !�������� .
2/�)
��� 8��&'v�.��.� ( )M m+4�E�"9� �

1�B)H�'
0x!�.�� %��:��� ���� 1� J
�".� .

3/�B)H� 4�E�"0� A�
:��� ����� 8��&1'
0x

!�.�� %��:��� ���� 1� J
�".�.

Exercice 6.7 
Une masse 100M g= est attachée à l’extrémité 
d’un ressort disposé horizontalement, comme indiqué 
sur la figure ci-dessous, et  dont la constante de 
raideur est 120k Nm−= . Une masse 50m g= se 

déplaçant à la vitesse 1
0 0.5v ms= vient heurter la 

masse M initialement au repos. On suppose le 
système isolé. 

1/ Calculer la vitesse v et le déplacement 
maximal 0x de la masse M après le choc, en 
considérant le choc comme étant élastique, et en 
supposant que les vitesses de M et m sont parallèles 
après le choc. 

2/ Calculer la vitesse 'v du système ( )M m+ et la 

compression maximale '
0x subie par le ressort dans le 

cas du choc mou. 
3/ Calculer le travail dépensé pour la compression 

maximale du ressort toujours dans le cas du choc 
mou. 

k m
M

0vr

�����8.6 
%�� ����M*�.�� m,�
� 
B�"� *� /�� ���� 

��(�� !� �"����� *���4 �:( ) 2 22 /r a
pE M Kr e−=

���K�a� !�
��� !��
�� r OM=��
 
%����M6�
��� !) O1��4) %.��� .

1/'"�"��� %�
&( )pE r��9�
 ���(��� !& ��.)  

�") �
��� ���4.� ��"����0r =�") �
���  r a=
��& !� �
��� %��
 
7:�� ��" ��N� �r →∞.

2/���4.� '�B��� ������ �
�
) ��pE.

Exercice 6.8
Un corps M de masse m est soumis à un champ de 
forces à symétrie sphérique, et d’énergie potentielle 

de la forme : ( ) 2 22 /r a
pE M Kr e−= , où K et a

sont des constantes positives et r OM= la distance 
entre le corps M et l’origine O d’un repère inertiel. 

1/ Représenter graphiquement ( )pE r en fonction 

de , sachant que la dérivée seconde de l’énergie est 
positive pour 0r = , négative pour r a= et tend 
vers zéro en valeurs positives quand r →∞ .
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3/
����� '.) !������ ����� ��'X OX��� X
%���� �.:��:X−∞ +∞p p.

4/?�
��6 �.) <
������ !������ ����� 1; ��.

5/����� �
�
) ��( )F M
r

.

2/Trouver l’expression de la valeur maximale de 
l’énergie pE .

3/ Trouver les positions d’équilibre sur 
l’axe 'X OX où X est l’abscisse du corps: 

X−∞ +∞p p .
4/ Quelles sont les positions d’équilibre stable ? 

justifier votre réponse. 

5/ Trouver l’expression de la force ( )F M
r

.

�����9.6 
�2�.�� ����� ?
��m!� A��F���
� �)
� !��
 .

)�7�H� 1� ��(�� .(K�7�
9� �; �� A
�"� ��
"H
0���4�"�� ������� O.
� 1�� %�S/
���� ��� .

1/�)
��� 8���� ����"������ ���4�� ��
B" +
4Bv
�4�"�� 1�B.

2/!) 

)h��9�
 �θ.
3/�)
��� 8���� ����"������ ���4�� ��
B" +
4Cv

�4�"�� 1�C��9�
 h�Bv.
4/�
 ���� P�"��6  ?�
��.� �����H� ��
B"�� +�
4�


��7��R��9�
 , , , Bm r vθ�g.
5/������� '.) 8�� 1��� ��
E:H� �)
��� !& !;



 �4�"�� 1� �2
�����B�4�"�� O.
�� S
1;,min 2Bv gr=.

6/-����
,minBv�4�"�� 1� �)
��� B�
 8��&  

!��4�"�� 1� ��7��B�S.�4�" ,& 1� <Q.���� �-��
<��7�� �
 %��"� 

7/�)
��� 1; ��0,Bv8�� 1��� �2�.) 
���� !& 

�4�"�� 1� �������B�4�"�� '�6 �:� 1�� S!& !�� 
��7�� �
 
�E�9����� 1; �� < G���H<�
��"��� 

Exercice 6.9 
Une particule de masse m est lâchée en A sans 
vitesse initiale. (Figure ci-dessous). On cherche à 
savoir quelle doit être la hauteur H pour que la 
particule atteigne le point S sommet de la gouttière. 

1/ Appliquer le théorème de l’énergie mécanique 
pour calculer la vitesse Bv au point B .

2/ Exprimer h en fonction de etθ .
3/ Appliquer le théorème de l’énergie mécanique 

pour calculer la vitesse Cv au point C en fonction de 

h et Bv .
4/ En appliquant le théorème fondamental de la 

dynamique, déduire la valeur de la réaction R en 
fonction de , , , Bm r vθ et g .

5/ Démontrer que la vitesse minimale que doit 
acquérir  la particule au point B pour atteindre le 

point S est ,min 2Bv gr= .

6/ En prenant ,minBv la vitesse au point B , calculer 

la réaction aux points B et S . Que conclure ? En 
quel point la réaction s’annule-t-elle ? 

7/ Quelle est la vitesse 0,Bv que doit avoir la 

particule au point B pour atteindre le point S sans 
que la réaction ne change de signe ? Quelle est la 
valeur de H correspondante ?    

A

B

C

S

h

H

θ

α

O
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�����10.6 
�2.�� ��
� �0� ����1 2 3, ,m m m1��& /
�� 1� 

���.��� ���� .�
��� ����1m��� 1� ��F���
� �)
�
 G�

�
���2m�� %�:�� ��
 �  �;
��
 1��� �1m 

G���� 1� @
����3m�2��:� �.����:�� 
�
�)�
!
1��� ������ 1; ���  �"�
��� 1��.4� ��"���� � '��H�

 �
��� �;-�>� !& 8��2m�
��� �)
� !��� '�� 3m
���B)& %�:�� ��
.

Exercice 6.10 
Trois billes de masses 1 2 3, ,m m m reposent dans une 

gouttière horizontale parfaitement lisse. La bille 1m
est poussée avec une vitesse initiale dans la direction 
de la bille 2m qui à son tour, et après  le choc 

avec 1m , roule dans la direction de 3m et l’heurte. En 
considérant les premier et deuxième chocs 
parfaitement élastiques, quelle doit être la vitesse que 
doit prendre la bille 2m pour que la vitesse de la 

bille 3m soit maximale ? 

�����11.6 
1; �.�� *.7�& ��(�� '.) !�
��� %����5m kg=

�F�� /���� '.) +��"�� !����� !� +.4"� �
�����
60α = °,-�� J
�"�� O.
� '��  +�R� �
�"��
 

.����/��0 �� 0 40l cm= �
��

*�"�
�15000 .k N m−=1� �
�� 
�S� *�
4 ���� 
/������ ���2" .%���� ��
� I���� ?����� ��� J
�7"

��������� ��4��� '.)AB a=?����9� �����  
,���� 1�
���0,2µ =1��
 '.) %��"� %�  

?.����2BC a=.
1/��������� ��4��� '.) ?����9� ��� 8��&AB.
2/1� %���� A
4 !� �
������ �)
��� 8��&

�4�"��B �)
��� %�vJ
�"�� %���� �2
 %�:� 1��� .
3/"� 
���� �; ��<J
�"�� 4�E� 
4/*���� ��"�� �F���� /������ '.) %���� ��:� %�


 %��4:9� �4�" !� T���
� '.)H� '�6 ���� !� J
�"��
<�������� !��
 %�� ���:�� !& J�
���
  ��H� 

-�>"29,8g ms−=.

Exercice 6.11 
Le corps de la figure ci-dessous a une 
masse 5m kg= . Partant du repos, il glisse sur un 
plan incliné d’un angle 60α = ° par rapport à 
l’horizontale, jusqu’à ce qu’il atteigne le ressort R de 
longueur à vide 0 40l cm= , de constante de 

raideur 15000 .k N m−= , et dont l’autre 
extrémité C est fixée au bout du plan. On suppose 
qu’une force de frottement s’oppose au mouvement 
du corps sur le segment AB a= , le coefficient de 
frottement cinétique étant 0,2µ = , puis elle 
s’annule sur le reste du trajet 2BC a= .
1/ Calculer la force de frottement sur le 
segment AB .
2/ Calculer la vitesse acquise par le corps au 
point B , puis la vitesse v avec laquelle le corps 
heurte le ressort. 
3/ De combien le ressort se déforme-t-il ? 
4/ De combien le corps remonte-t-il sur le plan 
incliné lorsqu’il est repoussé par le ressort vers le 
haut à partir du point où a eu lieu le premier choc, en 
supposant que la remontée se fait sans frottement ? 
On prend 29,8g ms−= .

A

α

2a

a

B

C

0l

m
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�����12.6 
�2�.�� ����� �4�" ?
�"m�)
� !��
 

�B�.�� 1� ��F���
�0t =�4�"�� !� 0M
8������� *���� '.) �������� !��
 +��"��

�;��
� �
��O�;
4� A:" �R.)1� ��(��
�7�H�(.

1/���& 4�� ���4�� B�7�"� ��
B" +�
4�

��������� �)
�θ&��9�
 , ,R g α�θ.
2/1���H� 6�
��� +�
4�
 �
 ���& ?�
��.� 

��9�
 ������ ���, ,mθ α�g.
3/����� ,& ��& !�0θ������� �4�"�� 
��E� 

����"�� U��" <�
���.

Exercice 6.12 
On abandonne sans vitesse initiale à l’instant 0t = un 
point matériel de masse m en un point 0M de la face 

convexe d’une sphère de centre O et de rayon R , sur 
laquelle il est susceptible de glisser sans frottement. 
(Figure ci-dessous). 

1/ En n’appliquant que le théorème de la conservation de 
l’énergie trouver la vitesse angulaireθ& en fonction de 

, ,R g α etθ .
2/ En appliquant le principe fondamental de la 

dynamique trouver la réaction du support en fonction de 
, ,mθ α et g .

3/ Pour quel angle 0θ le point matériel quitte-t-il la 
sphère ?  Discuter le résultat. 

O

M

0M

R

α

θ

�����13.6 
*".�� %�� ?
���m
����� '.) 'x Ox.

�
�
���
 ��4�� �"����� *���4:2 2p
xE K

x a
=

+
 

���K�a!��
�� !�
���.
1/'"�"�.� %���� ��(�� %�
&( )pE f x=.

2/�2"� �
������ ����� !������ ����� ���&
�
���� 
�E�� �.

Exercice 6.13 
 Un corps de masse m se déplace sur l’axe 'x Ox . Son 

énergie potentielle est donnée par 

l’expression 2 2p
xE K

x a
=

+
, où K et a sont des 

constantes positives. 
1/ Représenter l’allure générale de la 

courbe ( )pE f x= .
2/ Trouver les positions d’équilibre en précisant celles 

qui sont stables et celles qui sont instables. 

����� 14.6 
��
� !���R%.���� ,- ( ), , ,x y zO u u ur r r

.

�4�" 1� �.���� ��
�P�2�.��  m�
4��  
4 '.) ?����� !��
 ����"0� A:" �
F�� A:" ��

�;
4�a).�7�H� 1� ��(��.(
�4�"��P�
�� ��� 14�4� 4�� '�6 �4�

� 

Exercice 6.14 
 Soit un référentiel R de repère ( ), , ,x y zO u u ur r r

. Une 

bille assimilée à un point P , de masse m , est astreinte à 
se déplacer sans frottements le long d’un demi-cercle de 
rayon a .(Figure ci-dessous). 

Le point P est attaché à un fil élastique dont l’autre 
extrémité est fixée en ( )' 'O OO a= . Le fil possède une 
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1� 
�S� A
4��( )' 'OO a O=.�
�� 4��.�

�"�
�kV
�� �; � ��4 �0l.�4�"�� ����P
�������
( ),Ox OP θ=.

1.�/K��(�� !) 

)'O P
uuuur

��9�
 ,a θ��)���� 1� 

��
4���,r

OPu u
a θ

 
=  

 

uuur
r r.�
�
) P�"��6 

��(��'O P.
8/
����� !) 

)T

r
��9�
 4��.� 0, ,a k l

�θ��)���� I7" 1� .
2.�/�)
��� K��( �
�
) ���vr��)���� 1� 

��
4���.

8/C
 ��
"F
r

���
4��� /���� �.:��

��
��� '.)P.�)�4��9� �
�
) 4)6.F v
r r

��9�
a�θ.
@/�"����� ���4�� P�"��6pE+�(� 1��� 

�2"�F
r

.
3.�/����� �
����� !�
 ������� ���0��� J
�7":

0
2 , 3mg mga l a

k k
 = = − 
 

!������ 1���� ��; ��1θ�2θ��& !� 

0
2
πθ≤ ≤<

8/�:���� !�"������ 
�
���� I
�&
��2�.).

raideur k et une longueur à vide 0l . Le point P est 

repéré par l’angle ( ),Ox OP θ= .

1. a/ Exprimer le vecteur 'O P
uuuur

en fonction de ,a θ

dans la base polaire ,r

OPu u
a θ

 
=  

 

uuur
r r . En déduire 

l’expression du module 'O P .
b/ Exprimer la tension T

r
du fil en fonction de 0, ,a k l

et θ dans cette même base. 
2. a/ Déterminer l’expression du vecteur vitesse vr

dans la base polaire. 
b/ On note F

r
la résultante des forces exercées sur la 

bille P . Donner l’expression de la puissance .F v
r r

en 
fonction de a etθ .

(c) En déduire l’énergie potentielle pE dont dérive la 

force F
r

.
3. (a) On suppose vérifiées les relations suivantes entre 

les paramètres : 

0
2 , 3mg mga l a

k k
 = = − 
 

Quelles sont les positions d’équilibre 1θ et 2θ

pour 0
2
πθ≤ ≤ ?

(b) Étudier la stabilité des équilibres obtenus. 

'O

O

x

y

P

θ
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����� 15.6 
�4�"�� I7" 1� +.��OI7" ��2� !�4��
 !����" 

��4��l.!���
���1B�2B��.�� !��2� ��2.�(� 

!��.��1m�2m!���4�" ��2�
�7" �  .1�

����
��1m�2m!���� 1� .D��"1B�����
 

0α��F���
� �)
� !��
 �2�
�" %�  .

1/!��)
��� ���1v�2vC�1m�2m��
 
��9�
  %�:��, ,g l α!��.���� �
�" �

1 2/x m m=1�B)H� A�
�"9� 1����� �-� � W

1α�2αC� 1m�2m��9�
  %�:�� ��
 α
�x!������� 1�:
�/ �"�
��� ���� %��4:9� J�
���
 ),-�� ��

��& !� ����1x f1؛x 1x؛= p<(W
8/�"�.4 ��1m�2m!���
� ���
 T�
E
 �

%�:�� ��
 !���:�.� )!�.�� %�:��.(
2/,��) +�
4�:0 60α = °.
�/������ -��"1/�:/

C� ���� ,& ��& !� x� !����"�� ��:� 1
<�2"���� 8����� ������� I7"
  !������� !�;���� 

8/��& !�2x =1� A�
�"9� 1����� ���  
!�������1/�/�1/8./

Exercice 6.15 
 Deux pendules simples de même longueur l , sont 
suspendus au même point O . Les billes 1B et 2B
qui les constituent possèdent les masses 1m et 2m ,
et seront supposées ponctuelles. Au départ, 1B et 2B
sont en équilibre. On écarte 1B d’un angle 0α , puis 
on l’abandonne sans vitesse initiale. 
1/ Déterminer les vitesses 1v et 2v de 1B et 2B après 

le choc, en fonction de , ,l gα et du rapport des 

masses 1 2/x m m= ; ainsi que les angles d’écart 

maximum 1α et 2α de 1B et 2B après le choc, en 
fonction deα et x dans les deux cas :
a/ en supposant la collision parfaitement élastique 
(que se passe-t-il pour 1x f ; 1x = ; 1x p ?) ; 
b/ si on enduit 1B et 2B de glu, de manière à rester 
collées après la collision (choc mou). 
2/ Application numérique : 0 60α = ° .
a/ On se place dans le cas1/a/ : 
 pour quelle valeur de x les pendules remontent-
ils en sens contraires, du même angle que l’on 
déterminera ? 
b/ Pour 2x = , déterminer les angles d’écart dans 
les cas 1/ /a et  1/ /b .
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A
ur
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ur
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 :Corrigés des exercices 2.1 à 2.7 7.2 إ	� �1.2
�ل ا	���ر�� ��

 
Exercice2.1: 

a/ 1 2 36,40 5,38 5,91V , V , V= = =
uur uur uur

b/ 10 2 3 9 15 15A i j k          ,              B i j k= − + = − +
ur r r r ur r r r

c/ 8 5 78 5 7
138 138 138

c c
CC i j k     u u i j k  
C

= − + = ⇒ = − +
ur

ur r r r r r r r r

d/
1 3. 31

0,82 35,1

V V

 cosα α

=

≈ ⇒ ≈ °

ur ur

e/                        32 5 26 17V V i j k∧ = − −
uur ur r r r

Exercice2.2: 
x x

y y

z z

A B
A A     ;     B B     

A B

   
   

= =   
   
   

ur ur
 

( ) ( ) ( )
1/ 222 2

x x y y z zS A B A B A B = + + + + +  

( ) ( ) ( )
1/ 222 2

x x y y z zD A B A B A B = − + − + −  

Exercice2.3: 
6 6 8,54V i j k V= + + ⇒ =

ur r r r

ِ
45,6

45,6

cos 0,70

 cos 0,70

α α

β β

= ⇒ = °

= ⇒ = °

83,1cos 0,12θ θ≈ ⇒ = °
Exercice2.4:  

a/ surface du parallélogramme : .S h B=
ur

sinS A B θ=
ur ur

On en déduit que: sinS A B A B θ= ∧ =
ur ur ur ur

Rappelons-nous que la surface d’un triangle de côtés A
ur

et B
ur

est égale à : 

0
1 1 sin
2 2

S A B A B θ= ∧ =
ur ur ur ur
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b/ soient les deux vecteurs: 
x x

y y

z z

A B
B A     ;     A B     

A B

   
   

= =   
   
   

ur ur
 

( ) ( ) ( )
1/ 222 2

x x y y z zA B A B A B A B + = + + + + +  

ur ur

( ) ( ) ( )
1/ 222 2

x x y y z zA B A B A B A B − = − + − + −  

ur ur

En égalisant les deux dernières expressions, et en développant nous arrivons au résultat : 

0x x y y z zA B A B A B+ + = , qui n’est autre que le produit scalaire ( ). 0A B A B= ⇔ ⊥
ur ur ur ur

.

Exercice2.5: 
En calculant le produit vectoriel de ces deux vecteurs nous trouvons que le résultat est 

zéro: 

3 2 2

0

2 2 2 2

i - j               k

V
x y z
xy z      x y       xz

∂ ∂ ∂
∇∧ = =

∂ ∂ ∂

+ + −

r r r

ur ur r

Exercice2.6: 
Pour que les deux vecteurs A

ur
et B
ur

soient parallèles il faut que la relation .B Aλ=
ur ur

soit 
vérifiée, avec λ constante. 

Partant de cela on peut écrire: 
 

On en déduit la valeur de λ et par la suite les valeurs de α et β :
2 1 2

2 1
3 1,5 3 1,5

4 24 2

B ; A=      

λ
λ

α α
λ

β β
λ

= ⇒ =
   

−    = ⇒ = − ⇒ = − −   
   
   

= ⇒ =

ur ur
 

On s’assure des deux résultats en calculant 0A B∧ =
ur ur r

Les vecteurs unitaires correspondant à chacun des deux vecteurs A
ur

et B
ur

sont : 
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1 1,5 2
7,25 7,25 7,25

A A
A u u i j k  
A

= ⇒ = − +
ur

r r r r r

2 3 4
29 29 29

B B
B u u i j k  
B

= ⇒ = − +
ur

r r r r r

Exercice2.7: 
Des données nous pouvons en déduire que l’angle entre les deux vecteurs est : 

( )180 25 50 105− + = °
Appliquons la formule 2.9 pour trouver les deux composantes : 

sin105 sin 50 sin 25
yx VVV = =

°

sin50 23,8
sin105x xV V V= ⇒ =

°
sin 25 13,1

sin105y yV V V= ⇒ =
°
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EXERCICES 
 �ـ
ـ�ر
ـ�

Remarque:pour tous les exercices de cette série, les modules des vecteurs sont exprimés par la même unité. 
���� ا����ة:����� ����.45 آ2 �
�ر
� ه0/ ا�.-.-# ,!+�� أن )�
'ت ا%$!# "!ّ�� 

�
�
�1.2 
�����و �  !�"�� #$�� %&OXYZ'(��! ،

*+,��:ا12�* ا,0/.* ا,
1 3 4 4V i j k= − +
uur r r r
2؛ 2 3 4V i j k= + −

uur r r r
؛

3 5 3V i j k= − +
uur r r r

.
�9/ا 1VأA@? <=>$* آ:

ur
،2V

ur
3Vو

ur
.

و <=>//ب ت ا12�*أA@? �'آ)�ت
1 2 3A V V V= + +

ur ur ur ur
1و 2 32B V V V= − +

ur ur ur ur

�ع ا,=ا�Aة ا,IJI=ل F$G/ج�1 9+G
1 3C V V= +

ur ur ur

1أA@? ا,"�اء ا,@$I%/د 3.V V
ur ur

�P ا,Oاو>*Q�Rإ #. 
�ITQ+U رة=WJI,ا.

�G%/ هـ�Z,ا,"�اء ا ?@A2 أ 3V V∧
ur ur

Exercice 2.1
On considère, dans un repère orthonormé OXYZ, les 
trois vecteurs : 

 1 3 4 4V i j k= − +
uur r r r

, 2 2 3 4V i j k= + −
uur r r r

et 

3 5 3V i j k= − +
uur r r r

.
a/ calculer les modules de 1V

ur
، 2V
ur

et 3V
ur

,
b/ calculer les composantes  ainsi que les modules des 

vecteurs : 1 2 3A V V V= + +
ur ur ur ur

et 

1 2 32B V V V= − +
ur ur ur ur

,
c/ déterminer le vecteur unitaire porté par 

1 3C V V= +
ur ur ur

,

d/ calculer le produit scalaire 1 3.V V
ur ur

et en déduire 
l’angle formé par les deux vecteurs. 

e/ calculer le produit vectoriel 2 3V V∧
ur ur

.

�
�
2.2ا�+
=I"I,راي ا�f� 9 إن� hfJi 9+G��Z, ق'k,ع وا

x

y

z

A
A A

A

 
 

=  
  
 

ur و
x

y

z

B
B B

B

 
 

=  
  
 

ur ت���Alا.+U �ITQG '(�I,ا 

�Iا,% ه=��F$G *$+m ا,@I,ا:
( ) ( ) ( )

1 / 222 2
x x y y z zS A B A B A B = + + + + +  

( ) ( ) ( )
1 / 222 2

x x y y z zD A B A B A B = − + − + −  

Exercice 2.2 
Montrer que les grandeurs de la somme et de la 

différence de deux vecteurs 
x

y

z

A
A A

A

 
 

=  
  
 

ur
et 

x

y

z

B
B B

B

 
 

=  
  
 

ur
 

exprimées en coordonnées rectangulaires  sont 
respectivement : 

( ) ( ) ( )
1 / 222 2

x x y y z zS A B A B A B = + + + + +  

( ) ( ) ( )
1 / 222 2

x x y y z zD A B A B A B = − + − + −  


�ا�
+�3.2
=I"� *$WJ� �oأو*+,��:ع ا12�* ا,

1؛ 5 2 2V i j k= − +
uur r r r

2؛ 3 7V i j k= − + −
uur r r r

3 4 7 6V i j k= + +
uur r r r

.
r� �T�QWi %�و ا,Oوا>� ا, *$WJI,ا *$<=> ?@Aأ

OY,آ: �9 OXوOZ.

Exercice 2.3 
Trouver la sommes des trois vecteurs : 

1 5 2 2V i j k= − +
uur r r r

؛ 2 3 7V i j k= − + −
uur r r r

؛

3 4 7 6V i j k= + +
uur r r r

.
Calculer le module de la résultante ainsi que les 
angles qu’elle forme avec ,OY OX et OZ .
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�
�
4.2ا�+

ه%/ا �=ازي اu2/ع� *A�U'ه9 أن �@
A B∧
ur ur

w+A A
uur

Bو
uur

�=ازي� %�$u 
9+G��Z,9 ا� :xZI,ع ا/u2ا .

�ع/ب�Z,ه9 أن ا'UA
ur

 IG=د>� x< F$G=ن
�ع�Z,اB

ur
*y/�A إذا zffJi ا, B A B+ = −

ur ur ur ur

Exercice 2.4 
a/ Montrer que la surface d’un parallélogramme est 

A B∧
ur ur

tels que A
uur

et B
uur

sont  les côtés du 

parallélogramme formé par les deux vecteurs. 

b/ Prouver que les vecteur A
ur

et B
ur

sont 

perpendiculaires si A B A B+ = −
ur ur ur ur

�
�
5.2ا�+
�عإ�Z,ن ا�:ذا آ

( ) ( ) ( )3 2 22 2 3 2V xy z i x y j xz k= + + + + −
ur r r r

U0grad'ه9 أن V V∧ = ∇ ∧ =
uuuuur ur ur ur r

Exercice 2.5 
 Soit le vecteur : 

( ) ( ) ( )3 2 22 2 3 2V xy z i x y j xz k= + + + + −
ur r r r

Montrer que 0grad V V∧ = ∇ ∧ =
uuuuur ur ur ur r

�
�
7.2ا�+
> 9+G��1 *$WJ� �T,=30�IT�� rQWiة و�Aو 

9+�.50°و25°زاو>
9+G��Z,ا *$<=> �oأو .

Exercice 2.7 
La résultante de deux vecteurs a 30 unités de long et 
forme avec eux des angles de 25° et 50°. 
Trouver la grandeur des deux vecteurs. 

�
�
6.2ا�+

�نG��Z,9 اx+, 
2 1

3
4

B ; A α
β

   
   = − =   
   
   

ur ur
 

9+G,β αع��Z,ازي ا=< w+JU B
ur

�ع�Z,ا A
ur
،

�ITQ� :x, *f&ا=I,ة ا�Aا,=ا %G��1 9+G #. .

Exercice 2.6 

Soient les deux vecteurs  
1 2

3
4

A , Bα
β

   
   = = −   
   
   

ur ur
 

Trouver ,α β pour que B
ur

soit parallèle à A
ur

, puis 
déterminer le vecteur unitaire pour chacun des deux 
vecteurs.    
 


