EXERCICES

Exercice 3.1

1.3 (il

Convertir le vecteur suivant des coordonnées . .
v vecteur suiv aldlayl e M gl ke Jea
cartésiennes (l R ]) en coordonnées . . . .
S clilay) e (7)) s
polaires(ﬁr,ﬁw) V=Xi+Y — - -
V=Xi+Yj
Exercice 3.2
Convertir le vecteur suivant des coordonnées
sphériques (ﬁr JUpy U ” ) en coordonnées

cartésiennes: (f,j,k) V=Vu, +Vyu, +V u,

Exercice 3.3

Convertir le vecteur suivant des coordo

cartésiennes (i ,J.k ) en coordonnées

cylindriques (ﬁp JU, U, ) :

ESUBIN

) sl sk

il JN(iL7K)
V=Xi+Yi+Zi i il

( prUyols

Exercice 3.4

.34 Gl

Convertir le VecEer coordonnées Q\_jj\ J;\}[ | e «.4‘35‘ t‘ 003 Jl_p JP
cartésiennes (i . coordonnées . . i .l - .
) eyl s (L) RS
sphériques |, ,y,U V=Xi +Y]+Zk — . - .
( ! V=Xi +Yj+Zk :(ﬁr,ﬁg,ﬁw)‘g)ﬂ\
Exercice 5.3 Cmadll
Convertir - le vecteur suivant en coordonnées ”

—

i, Lo _ 2= —
sphériques r,ug,uw):A =pu, tcospu,

Sfayl J i sl sjke Ji

A :pz.ﬁp +cos¢.ﬁ¢:(ﬁ,,ﬁg,ﬁ¢)%;ﬂ\

Exercice 3.6
Convertir le vecteur suivant des coordonnées

cylindriques (ﬁp NTPNTE ) en coordonnées

cartésiennes (i,j,k) V= Vpup + V(pu(ﬂ +Vu,

6.3Cn a5
Syl e ) pladl sjle Js
lflany) dlea (i, i0,,0,) & skl

V=V, + Vi, +V.i, (7.7.K) %55




Exercice 3.7
Trouver la

M (@052 )

deux méthodes :

distance entre les deux points

et N(pN,q)N,ZN) par les

1/ en convertissant 1’expression du vecteur MN en
coordonnées cartésiennes.
2/ par le calcul direct.

Montrer que la distance entre les points M et N
s’écrit :

|| :\/”fv oy *+(zy—2y) -
2pN.pM.COS((DM —(DN)
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Corrigés des exercices 4.1 a 4.7 7.4 A 1.4 o Sl Jols

Exercice 4.1:
1/ Pour calculer la vitesse il suffit de dériver I’équation horaire par rapport au temps:

v:§:6z2 —18t+12
dt

En dérivant la vitesse par rapport au temps on obtient I’accélération:

a=@=12t—18
dt

2/ L’¢étude du mouvement du mobile nécessite une étude mathématique de la fonction

§=26 =9 +12t +1. Le mouvement est accéléré ou retardé selon le
Quant au sens du mouvement il est indiqué par le signe de v .

du produitav.

Dressons le tableau de variation et concluons:
v=6t2 =18t +12=0=¢=1 ; t=2 ; a= t=1,5

t 0 1 1,5 ( 2 o0
v + 0 — A — () +
a - - 0 ~ +
a.v - + - 4 +
Mouvmt Retardé Acceélére ardé Accélére
sens + sens - sens - sens +
/
Exercice 4.2:
Commengons par la transformation trigonométrique: cos2t = 2cos’ -1,
Remplagons dans I’expres i devient: y =2cos’ ¢,
trigonométrique nous mene a : y =2 (sin2 t— 1) ,
Il ne nous r placer sin” ¢ par x pour obtenir I’équation de la trajectoire qui

ints A(+1,0)etB(0,+2). 4
points A(+1,0)et B(0,+2) 4)_/2 R
. A
Exercice 4.3: o———

Deux dérivations consécutives des équations horaires nouslcafndulsent aux expressions des
coordonnées des vecteurs vitesse et accélération du mobile a I’instant? :




Vx:jc::;(tz_l) ax:jc':6t
Wv, =j=—-6t  ; a=la,=j=-6

v, =2=3(1 +1) a, =Z=6t

2/ Le module du vecteur vitesse est égal 2 v = 18(1 +1 )2 =|lv= 3\/5(1 + t2)

Calculons maintenant 1’angle compris entre v et Oz . Pour cela calculons le module du
produit scalaire:

Y ik
vk =vk cos(v,k) vcos(v,k) cos(v,k) ,
X 0
Byl k0] S k=(10)+(9.0)+(2.0)=3(1+7
z 1
vk 3(1+7) 2
COS(V,k) - T _W: COS(V,k) - 7:
Exercice 4.4:
a/ Eliminons le temps entre les deux équations ires p enir I’équation de la

trajectoire :

Exercice 4.5:
Rappel mathématique concernant ’ellipse: suivons le raisonnement qui accompagne la

figure ci-dessous :



s Equation du cercle  x*+y*—a* =0— (1)

2 2

Equation de l'ellipse x—z +% -1=0—> (2)
a
] ) X, =acosg
Coordonnées du point M: .
Y, =asing

remplagons x et y dans l'équation (] ) :
VM, a’cos’p+a’sin’ p—a’ =0= cos’ p+sin’p—-1=0— (3)
Par identification des équations (2) et (3) nous obtenons deux

résultats importants qui caractérisent l'ellipse:
x .

(2)=(3):c0sp =2 = [aconp |, sinp =2
a

Maintenant que nous avons les coordonnées du point M , nous pouvo

I’ellipse par ’angle @ tel que cos¢@ = X ; singoz%
a

La vitesse du point M est égale a:

OM =acos @i +bsing.j = |V = —ag@singi +bpcosp.j

L’accélération du point M est: |7 =—a (gbsin p+¢° ogp) i
A

b((b})S(p— @ sin(p).}

Exercice 4.6: ],K
1/ Pour obtenir 1’équation de la trajectoir: d’¢éliminer le temps entre les équations
horaires :
X
COS —

x2 2
N
2 8

2, 22

La trajectoire est donc une
2/ En dérivant les équati
du vecteur vitesse:

ires par rapport au temps, on obtient les deux composantes
vo=p=2 cosi
y y 2
En dérivant les deux composantes du vecteur vitesse par rapport au temps, on obtient les

deux composantes du vecteur accélération:

Ecrivons a présent I’expression vectorielle de I’accélération pour trouver sa relation avec
le vecteur position:

I - 1 - ly - = l —
a=——xi—-————yj=>a=—(xi-yj) ; |a=——OM
==y S (7 =27) y




Puisque la trajectoire est une ellipse, le mouvement va se répéter a I’infini pour une
variation du temps de 0 a oo .

Soit 7" I’intervalle de temps séparant deux passages consécutifs du mobile par la méme
position et dans le méme sens.

. . t
L’abscisse du mobile au temps  est: x = V2 COSE

(1+7)

L’abscisse du mobile au temps ¢ +7 est: x'= V2 cos

Puisque le mouvement est périodique il faut que x =x':

T
cosa=cos (a+27r) ; cos% =cos (t -; ) = % =2r= W“

3/ Position du mobile et ses coordonnées pour une accélération de module

+1 | 42 —= |+l

N“ﬁ,’mla

Exercice 4.7:
1/ A I’aide de la figure ci-dessous on écrit I’expression du vecteur position:

OM = xi +yj



YA

AV

0

Il reste a déterminer les deux équations horaires, c'est-a-dire les coordonnées en fonction du
temps, tout en sachant que ¢ = wt :

xZO_B'+bcosgo , Xx=2bcosp+bcosp = x=3bco
yZO_A'—bsingo , ¥y=2bsinp—bsingp = y=bsing
OM =7i.3b cos@ + j.bsing

OM =17 .3bcoswt + J bsin

On en déduit I’équation de la trajectoire par ¢limination du t les équations horaires:

2 2 2
X~ =9b" cos 4 .
4 = + ’ ion d'une ellipse.

y* =bsin’ ¢

2/ La premicre dérivée du vecteur positi ort au temps nous conduit a I’expression
du vecteur vitesse:

dule’de cette accélération:

a¥=9b% ?.cos® wt +b*.w*.sin® ot = |a = +hw* /9 cos® ot +sin® wt (ms‘z)

Le module de I’accélération au temps ¢ =0 est :

a = +ho*\J9cos? 0 +sin’ 0 = a = +3ba’ |(ms )




EXERCICES

Exercice 4.1
Le mouvement rectiligne d’un point est défini par

I’équation horaire : § = 20 -9 +12¢ +1.
a/ Calculer la vitesse et I’accélération a la date 7 .
b/ Etudier le mouvement du point lorsque t croit de

0 a o0 .(Dire dans quel sens se déplace le point et si
le mouvement est accéléré ou retard¢).

1.4 48
Aalaall 320n0 dale ddasi] dagsinall 4S Al

Exercice 4.2
Déterminer la trajectoire du mouvement plan défini
par les équations :

x =sin’*t ; y=I1+cos2t

Dessiner cette trajectoire dans le repére OJQ/ .

2.4: )
A e e
; y=I+cos2t (il

alzall & jlosall 138 au )

Exercice 4.3

Dans un repere orthonormé(O,i, ,k , 1?

mouvement d’un mobile M est défi le
équations suivantes:

x=t -3t ; y=-3t"; z
a/ Calculer les coordo

vitesse V, et celles d accélération d, du
mobile M.

b/ Calcule eur V et montrer que

ce vecteur fait un

34004
23a s(()j,j,];)wﬂ;h 5 Wlatia alas
A Y alealy Af G jaia AS Al
x=0 =3t ; y=-3t" ; z=t +3t

Ao jull plad cillaa) ¢ ddaalll 8 aual /)
M‘ﬂwjafmﬂc &'&J\.uﬂ\&\.a.&}c v

2 ol g s vopledd) A sl caual /o
L0z g dG 4y ) ) puay gl il

Exercice
Un point est. mobile dans le plan a partir de la date

t =1. Ses équations horaires sont:

1
x=Int ; y=t+—.
t
a/Ecrire I’équation de la trajectoire.
b/ Calculer les valeurs algébriques de la vitesse et de
I’accélération au temps £ .

4.4 (8
=1 Adaalll e elai) (g giaa ‘_g‘\.kmds".m
muh:\.m‘)&\cuixa

1
x=Int N y:l“i‘?

el Ailas S /)

,t«“d:'.;m‘;




Exercice 4.5

Dans un repére orthonormé (O, i,j ) , un mobile

M décrit dans le sens direct I’ellipse d’équation:
2 2
X . s .
—+ Y= 1. Le point M est repéré sur I’ellipse
a
par ’angle @.
Déterminer les vecteurs vitesse et accélération V et

}7 en fonction des dérivées @ et @

5.4(5 )
a2 ¢ (0,7, 7,) oilaia 5 dalaie alas
31 ) acdad Cimi yilaal) olady) b ol jaia
s Mwm;as.z_}z_j:l«mm
7 A ) celad g Ay gl 3l il 3l adail

P 9 @ ofshal ANy 7 oe jldll

Exercice 4.6

Soit, dans un plan (P ) , un repére orthonormé XQOy

et un mobile M se déplacant dans ce plan. A la date
t , ses coordonnées sont définies par:

2cos£ ;Y= Zﬁsini
2 2

a/ Quelle est la trajectoire ?
b/ Calculer les coordonnées a la date ¢ du vecteur

vitesse V et du vecteur accélération @ de ce mobile.

Quelle relation y a- t- il entre OM et @ ? Au bout
de combien de temps le mobile repasse-il par un
méme position sur la courbe ?

c/ Entre les dates t, =0 et ¢, = 47, déterminer 1e

positions du mobile et les coordonnées
avoir un vecteur accélération de longueur :

, =4z s 4=0 oibaslll o /7
s i T el IS et adlse
\E&J‘-ﬂﬂ\“ﬁ}k

Exercice 4.7

Un coude , tourne dans un plan
(0xy) avec un gulaire @ constante. On
donne C

On con oint M situé sur la partie AB tel

1/ Trouver Péquation de la trajectoire du point M .
Quelle est son allure ?
2/ Ecrire les vecteurs vitesse et accélération

instantanés et calculer leur module au temps § = 0.

7.4 (il
Ssime A 4 B daidia 04 G sy
(s @ A8 ey (Oxy)

. OA=AB=2b
Cusy AB el e dadly A ddasy e
.OA=AB =2b

CalE Lo Adaiil) jliss Aalas 2a 5l /1
Ouballl & il g de jull eled (xSl /2
C M Adaalll J Lagsad caual




Corrigés des exercices de 5.1 a 5.20 205 A 1.5 e cpotadll Jsls

Exercice 5.1:

1

a/ V= or

b/

s lv=4,1ms™

E!

c/

La différence entre les deux val de la tension est due a la valeur approchée que nous
avons prise pour chaque cas.

d/ Jo=21rad.s™
cosa |

Exercice 5.2:
1/

_m—m,

m, +m,

=1 +T, , T:mz(g+a)+m3(g—a)

Pourm,: B =T,
D’apres le théoreme des moments:
Tiia = Tp =Tl =Tl



mgl =4g UeEl L = |m, (m, +my) 4, = 4m,m, 1,

m, +m,

2/ R:1+f:>R:g{ml+4m2m3J

m, +m,

Exercice 5.3:
Premier cas : (voir figure ci-dessous).

el
!

i_ |
".—Iﬂl

AL

!

@ Deuxiéme cas

_ 2my,g —2mya, —ma,

r

2m,

4m,m,

mm, +mm; +4m,m,

msm; —m,m,

m,m, +mm, +4m,m,

_ mymy —mym, —4m,m,

mym, +mm, +4m,m,

m,m, —mm, +4m,m,

a; =

mm, +mm; +4m,m,

Deuxiéme cas: (voir figure ci-dessus)



(m1 —2m2)g+(m1 +2m2)a1

a:

.
2m,
4 = dm,m, —mm, —mm,
1
mym, +mm, +4m,m,
4 = 2mym, —2m;m,
.
m,m, +mm, +4m,m,
4 = 3mym, —mm, —4m,m,
2
mm, +mm, +4m,m,
4 = 4m,m, —mm, —3m,m,
3
m,m, +mm; +4m,m,

Exercice 5.4:

a/
tan, = 4| , tan6, =0,80 = |@, =38,66°
b/
c/
d/

Exercice 5.5:
a/
g, =21,8°
b/
c/
f.=UN|; |f.=2,62N
d/



a=2,46ms™’

Exercice 5.6:
a/

b/

av — /‘lcmBg =
mB

a'=-pg|, |a'=-0,98ms>

Le signe négatif indique que le corps est attiré dans le sens contraire de celui du
mouvement.

F —
au — /'IcmBg , Cl” — +0,98ms_2

my

Le signe plus indique que le corps B est attiré dans le sens du mouvement.
4



Exercice 5.7:

m

a, :g(sinoz—h1 cosoc)—ﬂgcosoc(h2 +hl)

a, = g(sinoc—h2 cosa)

_)

a, =7,79ms™

a, :g(sinoc—h1 cosoc)—&gcosa(h2 +

a, = g(sinoc—h2 cosa)

Exercice 5.8:

Exercice 5.9:
I/ Lancement dans le vide:
1/

[s]

9]




4/

5/

11/ Lancement dans P’ air:

2/

V=v i +v i, = |V =v,.cos0ii_+(—gt+v,sin).i,

3/

H_/

X

— - 1 . _
OM = [vo.cos 0.1‘}4)C + —Egt2 +v,sin 6.t |u,

z

_ 2v}.sinf.cos @
g

X

max

> max

_ v;.sin26

g

_v.sin’ @

k
-t

u

z

1/
2/
3/

= (VO COSH)e_;’ [jx + -V, +(vO Sint9+vL)e m

%{_}
AT m —Et
Y OM:(ﬁo—VL)k[l—emJ+§L_;
m —Et m _kt
x(t):;vocosﬁ l—em™ ||, Z(l‘):;(vosin6’+vL) l—e™ |—v, 1
5/
L :kln(1+vosir10j
m v,




X, :%VO cos@ 1—; s |2, :%VOSiHQ—VL%In(l'FV—OSiHHj

v, . v
1+-2sin@ L
Vv
L

k k
x(t) :%vo 0089[1—6”’[] ) Z(t) :%(Vo Sine""’L)(l_emtJ_vL't

6/ z(t)Hw = %(v0 sind+v, ) -V, = z(t)Hw =—v,t+B

B
Lorsque ¢#—o le mouvement du projectile devient rectiligne

trajectoire a une asymptote quand ¢ — o
III. Synthése graphique: les deux graphes montrent la trajectoire dan

considéreés.
4 zZ

la

les* deux cas

m
X, =—v,cosd

19) |
\

Trajectoire du projectile \
dans l’air

Trajectoire du projectile \
dans le vide \

Exercice 5.10:

2/ Mouvement s fro ent:

a/

V= \/ZRg(l — oS 9)

b/

N =mg(3cos¢9—2)

cosd, =2/3 =6, =48°

Discussion: D’apres I’expression obtenue, ’angle 6, ne dépend ni de la masse de la particule,
ni du rayon de la sphere, ni de I’accélération de pesanteur, avec pour condition :la vitesse
initialev(O) nulle.

N.B: v, # v(O) v, €tant la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la sphére

alors que v(O) est la vitesse initiale au point M.



»(0)°

cos 0, :g+

Dans ce cas I’angle §, dépend de v(O) , Ret g mais reste indépendant dem .
c/

v, =2Rg(1-2/3) ,|v, =3,65ms"

3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphere.

v= \/gztz +2gv, sing,.t +2Rg (1-cosb,)

b/ Force tangentielle:

F.=ma, =

v
Force normale: Il n’e
r
de courbure est inconnu, 3 ondre avec le rayon R de la sphere !!
— 2 2
= |Fy =P~ F;

_ mg\/l— g’t’ +2gv,sing,.t +v, sin’ 6,

gt +2gv,sing,.t +v;

Exerci
a/ g, =1,08.102 N.kg™
b/ g, =1,33.10* N.kg™!
c/ 2, =2 -8 » |g =1,07.102 N kg™
d/ lr = 345000/m|

Exercice 5.12:



l
[ =—2—| : |l =l tex '
1T cosa 2 ~ Ll& 0 ] Y
T
@ X lfcosa
B « N4, x'
Exercice 5.13: Tsina | F
a/ _} V]_);)
F =360 — 144z,
b/ vy
F=7 AF = |7 = (4320 +288¢)i + (108 +72) j +(-288¢ +864
c/

p=mv =(36-36)i —72.j +18k

L=rAp=

L = (1447 +14472 )7 + (547 (2r 2)j +(72rt +288¢ )i

d/ Vérifions que F = d—p: A

dt A~
P S
dt
Vérifions que 7 = d—L:
A (4320 +288¢) 81+72) j +(-288¢ +8641° )k =7
=3
Exercice 5.14:
1/ v =104,
2/

L,=OM AP, =r=1 0 ;|L

0 mlo

z, :[WAf]+(WAﬁ) =7, =[7, = —mglsin 0.,

0




dL, . PP
Lo -, |

é+§sin9=0

Appliquons maintenant la relation fondamentale de la dynamique:
- N
b+ §sin 0=0 >

Les équations obtenues sont parfaitement identiques.

3/

‘9‘:90 £ T:mg(1+902)

Exercice 5.15:

Exercice 5.16:

1/

2/

TV - _ _ 2 . — . —
Ly, =AM AV =|L,,,, =ml a)sma(cosa.ur +sma.uz)

dLM/A -

y ml*w® sina.cos a.ii,
t

10



dL

M/4 — =
M/A
dt

Exercice 5.17:

1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la
gauche, car la force centrifuge attire le pendule vers la droite. 0
2

2/ R=—

g.tana

3/

e:%,

Exercice 5.18:

2g g
X——Xx=-— a==
L% 3
L dt L dt L

Exercice 5.19:

r I Z,
1/ tang=—="L=|z=r2
z  z, 7
2/ _D’apres cours, nous savons que l’accélération du point M en coordonnées
cylind st:

a :[f—rezJﬁr +[r6’+21*9j175 +Zi
S S — [
a, ag a,

. . A 2 . . e
Si le point reste sur la surface du cone: 7 =7#~". Les forces agissant sur le point matériel

i

sont son poids P, a composante unique P =—mgii_, et la force de réaction R de la surface qui
a deux composantesR =R, +R_ =—Rcosa.u, + Rsina.i_.

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur
les trois axes du repére cylindrique. Nous obtenons:

11



1
T

+R=ma

~

|

-

+Fy+ F, =m(i—r0?)i, + m(270 +r6)i, + mzi, — (1)

ol
11

F =—Rcosa.ii, + Rsina.i, — mgii,
F =—Rcosa.ii, + (R sina —mg)ﬁz - (2)

Par identification des deux équations (1) et (2) on obtient trois équations a trois inconnues:

—Rcosa =m(i~'—r92)—>(3)
0=m(2/0+rd) —(4)

—-mg + Rsina =m0y —>(5)
Ty

rO+rd=0<r’d=C"
la vitesse linéaire en coordonnées cylindriques a partir

esse initiale:
(t)ii, +2(t)id, = v(0) =7(0)a, +r(0)0(0)i, +2(0)a,

Nous connaissons 1’e
de laquelle nous dédui

v(0)=#(

L’intensité se initiale est donc:

v(0)=[#(0) | +[(0)6(0) | +[2(0) T

s impose I’expression de & sans f(O) ni z'(O) . Ceci n’est possible que

I

sous des conditions initiales de la forme 7 (O) = Z'(O) =0 . C’est ce que nous admettons dans le
ercice. Partant de 1a, la vitesse initiale est:
v(0)=r(0)6(0)

Suite a tout cela, nous pouvons poursuivre notre étude tel que:

reste de I’

12



4/ L’équation(S) fait D’objet de cette question car elle renferme une fonction

uniquer(t) , contrairement aux équations (3) et (4) qui sont fonctions de r et 6’(1‘) en
méme temps. De 1’équation(3) nous pouvons écrire:
1 Z, ..
R=— mg +m-"F¥
sin 7

Remplagons R par cette derniére expression dans 1’équation obtenir:

2_4
w1
2 2° 3

7, +ZO 14

7 —

A(r0 Vo ,ZO)

5/ Si le mouvement est circulaire <uniforme cela~veut dire qu’a chaque instant
. 4
r(t) = r(O) , en méme temps que( 9(1) =(C" ). L expression (4) devient:

2 4
Vi %

2. 2-
1y Tz,

La vitesse demandée est donc m

®)

Pour ante C on doit revenir aux conditions initiales citées plus haut
[£=0,7(0)=0
A A
-—=2Br+C=|C=-—-2Br
r r

L’équation (7) devient finalement:

7 :2A[i2—i2j+23(r—r0)

ron

Exercice 5.20:

Y
N R
<l
N e &
Q
ST

13



P =gl 07 + Bz +(E-By)k || - (1)

F=F +F +F =|F =mi+mj+mz|—(2)

x y
mx =0
my =qBz
mz =—q(E + BYy)
En tenant compte des conditions initiales:
t=0:
x(0)=0,y(0)=0,2(0)=0,%(0)=0

Dans I’équation différentielle (5 on remplace y par sa valeur tirée de I’équation (4) :

m
2
z+(31] z=LE(3)
m m
En posantw =8 — équation(S) s’écrit :

s+wiz=1E
m

Déterminons & et S a partir des conditions initiales en utilisant les deux équations:

. mE
z=asinwt+ Bcoswt +——
B

Z=amcoswt — fasin ot

mE
qB’

t=0,z(0)=0,2(0)=0=a=0, B=-

14



Nous obtenons a la fin I’expression z(t) :

z(t) = —m—Ecosa)t +m—E:> z(t) :m_E 1—cos wt
qB’ B’ qB’ ry
——

z(t) :a(l—cosﬁ)

Il nous reste a définir I’équation y (t) . Dans I’équation (7) on remplace z , puis on intégre
pour arriver a I’expression y (t) :

j/=a)a(l—cosc9):>y :a)a—a)acosg}

y(t) :a(a)t—sina)t) = y(t) :a(e—sinﬁ)

Finalement:
X (t) =0
y(t)=a(0-sino)
z(t) = a(l—cos@)
Se sont 1a les équations paramétriques caractéristiques d’une cycloide.
ZA

2a

o~

N

o 27a

<

=V

15



EXERCICES
C et J\_A_"i

Exercice 5.1
Un corps D de masse 5,5kg (figure ci-dessous) se
déplace sans frottement sur la surface d’un cone
ABC, en tournant autour de I’axe EE' avec une
vitesse angulaire de 10tours /mn . Calculer :

a/ la vitesse linéaire du corps,

b/ la réaction de la surface sur le corps,

¢/ la tension du fil,

d/ la vitesse angulaire nécessaire pour rendre nulle la
réaction du plan.

Onprend g =9,8ms™

1.5 (el
ghe o MSia) g 5,5kg S D ana Jiiy
Al s elld 5 (Jad) b Jsal) 4BC L ke
AO0tours/mnissy de pu EE' jssndl Jss

HERWeN

Exercice 5.2
En considérant les forces de fi
négligeables ainsi que la masse de la

e
ulie

comme

1/ montrer que la barre figure ci-
dessous sera en équilibre ue 1’équation
suivante soit vérifiée :

1 ( + mymyl,

2/ trouver rce couteau exerce sur la

barre.

2.5 (el
3l AKX 5 dlogae SN 58 el
O 5 b 0sS Al J<al b sl o o /1
AU Aabaddl 38a o Ja

m, (m2+m3)11 =4m,m,l,

ol o cpQul) Lty 5 8 s f /2




Exercice 5.3
Dans cet exercice on néglige les forces de frottement
ainsi que les masses des poulies et celles des fils que
nous considérons comme inextensibles.

Trouver les accélérations des corps de la figure ci-

dessous dans les deux cas (a) et (b) .

3.5 (gl

OPS SIS 5 Al (6 8 Jagd Goalll 128
doghall ALE e W yoes ) gdll

GEAY e IS 3 alind JS3) Jlal e s aa

-(6) 5 (a)

Exercice 5. 4
La figure ci-dessous représente un coas dont le

poids est SN et qui repose sur un p gueux
incliné de@ =35°. Le coefficient de ent
statique est 0.80 . On prend g =10ms ™ .

a/ Quel doit étre 1’angle d’inclinaisor le
corps décolle ?

b/ Quelle est la force statique

maximale?
¢/ Quelle est la force n
d/ Quelle est la force

inclinaison

4.5 (ppad
Sl Ay Jalae .0 =35° o Bl A

3

.g=10ms™ aL.0.80 s

¢ anal) adty S de DU Jadl 495 8 L))
HEN-RS PN NG ' g S DYy

¢ 35° Jue die Apabalil 5480 o L
£35% Juall e 3 Sl i 3 8 o L /o




Exercice 5.5
La figure ci-dessous représente un corps dont le poids

est8 N et qui repose sur un plan rugueux incliné
de@ =35°. Le coefficient de frottement cinétique

est0.40 . Onprend g =10ms ™.

a/ Quel doit étre 1’angle d’inclinaison pour que le
corps glisse avec une vitesse constante ?

b/ Quelle set la force normale pour une inclinaison
de@d =35° 2

¢/ Quelle est la force de frottement pour & =35° ?

d/ Quelle est l’accélération pour une inclinaison

de@ =35°?

5.5 (o

G e legmge 8N aldh Lewa JSI oy
2 Soal AMSiaY) dalas . 0 =35° o Jile oia
g=10ms™ aL.0.40

Aoy pmeall Jiy ST AU Judl) 495 oo L))
¢ auls

¢ 0=35% Jao dic dpalalill 3480 & L[

¢ 0=35° e Sl MaVls @ ALz
£0 =35 U 2ic g oLl g L /o

\«y\;’

Exercice 5.6

suppose qu ottement entre le corps A
et la surface sur laquelle il repose Les coefficients de
frotte étique entre les deux corps
sont re

a/ Que force maximale peut-on appliquer a
chaque pour faire glisser le systéme en

ensemble les deux corps ?

b/ Quelle est 1’accélération quand cette force
maximale est appliquée ?

¢/ Quelle est I’accélération du corps B si la force est
plus grande que la force maximum ci-dessus et est

appliquée au corps A ? et appliquée au corps B ?

6.5 (ol
A A aa Jo 3kg S B auia magn
deay pe agid L(JAWY) 4 JSA) Skg ks
4,31:; _)SJ_)J Lﬁﬂ\ C.Lu..J\ B A?ual\ O Sla
Lea Cpanadl G (Soall 5 5SS Salre
0,150,235 e
JS e Lk Sedll Lpakie) 5480 4 L /)
flae (panal) &) ae dlead) B30 Ja s
Saakac ) 5 5l o2 Gubai s g Ll 8 Le [
oo S 38 S 1Y Bawal ¢ s o Lz
$ 4 aadl o didas oMol 5 ) Saall dpalacY) 5 5l
¢ Bawall o diae

B

A

F
<




Exercice 5.7
On pose une masse 72, sur une masse /7, , puis on

pose I’ensemble sur un plan incliné d’un angle & par
rapport a I’horizontal. Le coefficient de frottement

cinétique entrem, et m, esth,, et entrem, et la

surface inclinée il est /1, .

Calculer les accélérations des deux masses.
Application numérique :

h =2h,=0,3 , m, =8kg ,
m =5kg , a=60°, g=9,8ms”

7.5 (oAl
e aall Gma g 8 omy A 38 m, ALS G
Aliay)l Jalra GV ae @Ay dle (5 sime
chall 5 omon s by omy s omon S
chy s Ji)

NS NPE S P TN

fgdae (ulai

h =2h,=0,3 , m, =8kg ,

m, =5kg , a=60°, g =9,8ms”

Exercice 5.8
Les masses des corps A et B sur la figure ci-dessous
sont respectivement 10kg et 5kg . Le coefficient

frottement de 4 avec la table est 0,20 . La mas

de la poulie est négligeable. Le fil est inextensible et
de masse négligeable. Trouver la masse minimale de

C qui empéche A4 de bouger.

8.5 (mal

i) Jalae . Skg 5 10kg A5
) (a 5is LS 3 S A Jegi . 0,20 s 45Ul
syl ALY aa gl LLUaiaY) ane 5 AESH Jagae
S g old el L paill e 4 s A C

Calculer I’accélération du systéme si on s{ OGN PRk
B
9.5 (el

de masse m est lancé avec une

I’horizontale. Il est soumis au champ de gravitation
terrestre.

I. Le tir a lieu dans le vide:

1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique. Calculer alors

’accélération a (t ) .

faisant un angle avec

Calculer :
2. la vitesse V (l‘) )

3.1a positionOTVf (l‘) .

il Vo dda de yju m L@EES Anle Adadi (oM
e Y Apdlall Jial aads 5 ) ae B9 )
| E1AD B gt 1
o) Tl Lle a5 Al Akl el /1
(G (t) g i) Mim Causa) Ly il
W
V(t) Ao /2
LOM (1) g5 /3
L0A=x,, 4 /4

=X

ma




4.ladistance O4 = x__ .

5. l’altitude maximale z_,  atteinte par ce projectile.

II. Le tir a lieu dans ’air:
Le point matériel est soumis a un frottement

—

visqueux du type f =—k.V:
1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique.

dv

2. En remplacant d par d—, montrer que 1’on
t

obtient 1I’équation différentielle suivante:

@k
—+—v=g.
dt m

3. En déduire I’expression vectorielle de la vitesse

instantanée V (l‘ ) . Montrer que celle-ci tend vers une
e
valeur limitev, = g—.

4. En déduire la position OM (l‘ ) Ecrire les
expressions des composantes de ce vecteur.

5. Calculer I'instant 7 pour lequel le projectile

atteint le sommet .S de la trajectoire et en déduire les

coordonnées X etz correspondants.

6/ Démontrer que la trajectoire a une asym
lorsquef —> o0 .

II1. Synthese graphique :
Tracer qualitativement sur un méme graj
trajectoire dans les deux cas suivants:

1. le tir a lieu dans le vide (pas de frottem
2.le tir a lieu dans 1’air (frottement vi

sz ey wel)

AN aals Nz e gl Y /5

iﬁb@i\_gﬁ g.AJS\ /II
gl iy

—

- fE—kvgs

) ) Lo Bab 5 dpald) ddadll J e /1

dv

Alead) Je Joans Wil ¢ — a pas s [2
t

Wt Jiy bl o 82 /6
Al LA /I

S olaall alall JKA) s )
Hgt e |
(NS 25my pae eI B el s /1
(CJS éJ\SS;\ A}_A} )g\}«J\ ‘éﬁ‘é_A)l\ ?33'/2

repose sur un plan horizontal. Une particule de masse 771 ,
partant du'repos du point M situé¢ en haut de la demi-

sphére, glisse sous ’action de son poids.

1/ Ecrire 1’équation différentielle du mouvement de la
particule au cours de son glissement, sachant que le
coefficient de glissement sur la surface de la sphére

est .
2/ En négligeant les frottements:
a/ démontrer que la vitesse acquise au point M défini

par  Pangled = MOM est  donnée  par

’expressionv = /2 Rg (1 —Cos 9) ,

10.5 (o pal
O WXy s R=2m ki Ciais S s
(U P < OVIENR % R RPN =
o Al gl M) ALl g Ll Al cat (Sl
B_SN Caad e

Lapenl) oda A8 jal Aloalélll Asbaad S /1
YY) ASaY) dalae of Wle LEY 3 oL
M A s e
rduiay) Jlaaly /2

M i) yie Al de syl o ow /)
WL s 0=MOM, Ly el




b/ en déduire alors I’angle 90 sous lequel la particule
quitte la surface de la sphére, discuter le résultat,

¢/ calculer la vitesse V,, correspondante.

3/ Au moment ou la particule quitte le point M avec la
vitesse V, , on demande :

a/ de trouver la vitesseV instantanée en fonction
deg,R,v,,0,,t,

b/ les modules des forces tangentielle et normale.

2Rg (1 —CoS 9)

o G G LN e N g fo
agll (386 6 S e darad) il Lelal

A gd) v de pudl caal [z
Vode pulh M ddatdll dapall 50l xie /3
Pkl

ANy A all Lhall v de s dsy )

0
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Exercice 5.11 11.5 (i pad
La fusée « Apollo » effectue un voyage de la terre a la PR j:.:d\
L 0 3
lune. La lune est & la distance 3.84 X10° m de la terre. . MC il
<102 .

La masse de la terre est5.98 X107 kg tandis que celle 384x10°m

de la lune vaut 7.36 X10* kg .

a/ Quelle est I’intensité du champ de pesanteur
terre lorsque la fusée se trouve a mi-chemin entre‘la
et la lune ?

b/ Quelle est ’intensité du champ de pe
lune lorsque la fusée se trouve a mi-chemin
et la lune ?

pesanteur de la terre et celui de la |

se trouve a mi-chemin entre la terre
d

le champ
e s annule-t-

e/ A quelle distance du cent
résultant des deux champs ter
il ?

.7.36%107 kg yadll ALS Laiy
Ao V) Al Jis sad & L))
¢ il y a1 o sl Chalia (A g jlall
o Ledie 4y yasll dpilall dbbdu‘;hu/&—'
S el 5 V) o Ala ) Caaliia b 3 5 Ll
sl Jia e Al Jaall 305 8 L /C
058 Laie Al Apdall e Mmj)“
§ adl }UAJY“u&e sl Caliia (A 2 5 el
Jisll panty G Y S8 50 (e 2 gl e [

¢ ol 5 pa¥) Sl ce gl

ressorts linéaires identiques de

. Chacun, soumis a un poids F, ,

commune £ . On suspend un poids F, a 'un des ressorts
et on tire horizontalement le poids a 1’aide de I’autre

ressort que l’on tire avec une force variable F'. Le

premier fait alors un angle & avec la verticale. Pour
chaque valeur de & correspondant a une force /', le

ressort (1) prend un allongement l1 et le ressort (2) un

allongement/,. Calculer les allongements/, et/, en

fonctionde o et [ .

12.5 (s
Lgie S Jsha (afildie (et (s o st
B i Lgie JS gy pn S Al i

Legiis e bl Badas o/ AlUaid b
el aal ) POE Gl Lk AS i)

G LAY Gall dad g JE) L@ s
fe @) dN) ghay L F b iie 550 4
¢ Fogll e @ dad JS Jal g . Jl0
S (2) o 5 [ (1) pald Sy

dys ANy 15 ] oy caal L],




Exercice 5.13
On donne le vecteur position  d’un corps de masse

6kg .7 =1.(3" —6t)+ j.(-4r’ ) +k.(3t +2) (m).
Trouver :
a/ la force F agissant sur le corps,

b/ le moment de F' par rapport a I’origine,
¢/ la quantité de mouvement p du corps et son
moment cinétique par rapport a 1’origine,
dp dL

d/ vérifier que F= 71? etque 7 =—.
t

Exercice 5.14

1/ Exprimer dans la base(O,ﬁr U

de M par rapport au référentiel R .
2/ Etablir 1’équation du
théoréme du moment cinéti

utilisant le
chacune des deux

bases (0, U, Uy, U, ) f ) . Démontrer
qu’elles sont i Retrouver cette méme
équation en’ a cipe fondamental de la
dynamique.

3/°E es oscillations d’amplitude &, ,
trouver de la tension du fil lors du passage
du pend ar sa position d’équilibre. Quelle est donc la

s 14.5 (i pad
M ki) 4 &ie mAS e ol 5 5SS
L Gare bl punge falgh 5 dlage aliS

SELRE CS™N [ R PENPIN R V5 PR Pl
T INN]

(0., iy, i, )se@ 4 e [

R g el il M e

oo Al Jleidy ASA) Al wa [2
(0, i0,,0,) el oo & 4 Sl
it C RN K\ PN (R YN .(O,ﬁx,ﬁy,ﬁz)j
) sl Gulaty Lpasds Ailaall 33a (ge 3a

&l jaill
bogeall dandl iy ) Yl il /3

e ol il g e die Al 5653 5he 2 o)l
O s mg,l ANy )5l e
fakaiy ¥ Ja ladll pig 8k d)




Exercice 5.15
Deux boules identiques, assimilables a deux points
matériels de masse 71 , sont fixées aux deux extrémités

barre AB de négligeable de
longueur 2d . Cette barre, astreinte a rester dans le plan

(OX,OY), est articulée en G a une tige OG de

masse négligeable et de longueur @ . Le mouvement est

6 0,

d’une masse et

repéré par les angles et

(voir figure).
Calculer directement le moment cinétique L, du

0

systtme par rapport au point en fonction

dem,a,l,0 et 0,.

15.5 (ppad
Oitale Gibast Legua yias lililaia 5 S Caifs
& sl e jaddl Cadll Ja L 2d Ak
Gus g G b Jeidia ¢ (OX,07) s simsdl

6, i 3 AS ) i Ledsh 5 Alega LaliS

Exercice 5.16

calculer la tension7’ du fil puis 1’ a.e
de m,g,letw.

2. Calculer en coordonnée

ad.

Vérifier qu ort au temps est égale au
moment par r e la résultante des forces
appliquées a M .

. 16.5 (mpad
& iy dliase om @S M dale bl 5
s ATl dhs ) /alh sl J8
Lo L) Yie e A7

o AM a1 Ly ) o culS 1Y /1
Qi & bl Tl caal A
@ s myg, ANy

O)adl <y Ayl ghul) clfiayl cual /2
A Aily M) (Sad el s e
Aana o ot (el dplly aifila o) B
M Al 4 Je dadad) g g8l




Exercice 5.17

Un pendule simple est suspendu au toit du wagon d’un
train qui roule en ligne droite sur un terrain plat a une
vitesse de120km.h™". Un passager s’apergoit que le
pendule dévie subitement vers la droite, faisant un
angleax =10°%avec la verticale; il conserve cette
position pendant 30secondes, puis revient a la
verticale.

1/ Comment interprétez-vous la déviation du pendule ?

2/ Calculer le rayon de courbure.

3/ De quel angle le train a-t-il tourné ?

Onprend g =9.8m.s~"

17,5 (el

Glo w8 4 e il ) Glee s (i 58

Lsine D R pfiee hd
ol o ilee B L 120kmh”!

e @ =10°4) ) lulba ¢ opad) s 3lad q‘);.'\..!

& gl 3053 sl la e Lilsy ¢J AL

JAE (g

AL el s Gl yadl i (i /1

¢ JUkal) Ly i ) iyl

Exercice 5.18
Une corde de masse M uniformément répartie sur sa

longueur L (figure ci-dessous) peut glisser sans
frottement sur la gorge d’une poulie bloquée de trés petit

rayon. Quand le mouvement commence BC =b.

Montrer que lorsque BC = EL , laccélération est

a:§ et la vitesse v = 2—g bL—bz—EL )
3 L 9

Application numérique : L =12met b = Tm

_2
it Aol 3 ke

28 (bL b —ELJ
L 9

- b=Tm 5 L=12m g Guki

<
I

Exerc1cev
Un point‘matériel M de massem se déplace sans
frottement sur la surface intérieure d’un cone de

révolution d’axe(OZ), de sommetO et de demi-

angle au sommet ¢t .

A Dlinstantf , M, a pour coordonnées
cylindriques(l”o,@o,zo) . Dans la région considérée,
I’accélération de pesanteur g sera considérée comme

uniforme. Le  référentiel R (0, U, ,Uy,U, ) est

19.5 (i sad

Sl d&al gen o m @S M Aol dkhs Jan
O« (Oz)o ysna )y bas el AN mhaud)
cliayl M, O o< crdlaall
i) g s imy . (7,60),2,) Rl skl
Aed) dihid 8 Ll g0 dua )
Lg.d:_R(Our,u‘g, )@jd\




galiléen.

_ . %
1/ Montrer que la cote du point M |, notéez , est $Z = rr_% hre
0
z . .
donnée par : z = r =2 lehtul o5 R A elyjaill dpulal) Al Gula /2
' il aad Llad) 32l s

2/ Appliquer la relation fondamentale de Ia

dynamique dans R et la projeter sur la base locale des Yl : 2. (ur’uﬁ’uz ) A shasy)

coordonnées  cylindriques (1/7,,1/73,1/72). Ecrire le _ e Janid) 4830) ddalal)
systéme des trois équations différentielles obtenues. WS, sl 0= (r EACELS ) A8 CJALA / 3
3/ Déduire la relationd = f(ro,vo,r) de - M Akal gl A sl

I’expression de la composante orthoradiale de (]l Ao r(t) Jalil Alialanl) & | on /4
Paccélération du point M .
4/ Mettre 1’équation différentielle d’intégraler(t )

sous la forme:
A(r Vy, Z, )
.. 020240/ _
r+—r3 —B(ro,zo,g)

5/ Pour quelle vitesse initialev, = f (ZO, g) le
point M a-t-il un mouvement circulaire uniforme de
rayon |, sur le cone, autour de I’axe (OZ) ?

6/ Multiplier par2 ~ les deux membres de I’équation

différentielle de solutionr(t ) et l'intégrer une fois

par rapport au tempsf. Présenter 1’équati
différentielle obtenue sous

forme : 72 :f(ro,vo,zo,r,g). ~

Exercice 20.5 (il

Une particule de chargeq et de massem, se o Ve MG 5 glgiindg dews e

Bk s sl Jadl ) osbline oS Jlas

PO (e85t il (BT sa bl Jadl
ﬁ:q(l:j'+17/\§)

déplacant avec une vitesseV dans un champ
électromagnétique (le champ électrique étant Ek et

le champ magnétique Bi ) subit une force de la
forme : F :q(E+\7/\E).

On suppose E etE’ constants en module et sens. - wa etr D D e
Montrer dans ce cas que la particule se déplace dans . oLl f “;“‘M ‘-%“"LI B B E o= -
< AA.m\;J\ uﬁ);.ﬂ ALl s ‘.%A u\ N

le plan yOz selon une trajectoire en forme de | & -

10




cycloide d’équations :

y(t) =a(9—sin¢9)et z(t) =a(1—cos6’).

m qB ) L
Avec a=— et 9 = —— . La vitesse 1n1t1ale est
q m

nulle.

olilalas (5 50 b 33y YOz 5 siall
.z(t)=a(1—cos9) B) y(t):a(é’—sine)

WY Aol . _48 , a=" o~
m q
.L}Au

11




Corrigés des exercices 1.1 a 1.6: 1.6 A 1.1 e Gaolad) Jola

Exercicel.l:

La premicere erreur se trouve dans la sixiéme ligne : [V] =MLUT>I!
et unité: V — Kgm’ s> A" =V

La deuxiéme faute est dans la septiéme ligne: [E] = MLT I
et’unité: E - Kgms" A" =V /m

Remarque: dans toutes les solutions des exercices suivantes nous nous basons sur les
résultats du tableau de I’exercicel.l apreés correction des deux fautes comme iqué

ci-dessus.

Exercicel.2:
Dimension de la constante de raideur:
T
T=kx=k=—
Exercicel.3:

-1/2

e/ Dimension du H, £,
A\(\ (el =1" =[]
Exerc :
Di Zd/ensité de courant:

J=l£ J> A/m* = Am™
SR

Exercicel.5:

.., a , .
On remarque que la quantité A représente une pression, donc
0

e

]

D’ou: [a] = ML?T




b ne peut étre qu'un volume, donc:

[FI=T]=1

De tout ce qui précéde, on en conclu que la quantité R7" représente le produit d’une pression
par un volume, d’ou:

[RT]=[P][V]; |[R]=ML°T K"

Exercicel.6:
[E]=Mm.CT"

[E]=Mm.L’T>
[E]=M.L'T"
[W]=Mm.CT™

A\y

A\ <>



Corrigés des exercices 4.22 a 4.27 274 A 22.4 o el Jsis

Exercice 4.22:
1/ Felpio+ ctj+§bt2.l€
2 2
x=v, =bt, y=Ev,=c, 2=V, =3bt
v =bti +cj+3bk| 5 |v=10(bt) +c?
X=a,=b, y=a,=0, Z=a_=3b
=bi +3b ; a = b\10
2
2 x=-bt=>t= —x , y=
Exercice 4.23:
1/ f:XI—gsm%z + s2t +—
% 5
2/
Vv =% = —.68in2¢ + j.6c0s 2t 11’121+j 6¢cos2t +8.k
- 3. .=
v :10(—§s1n21.z +—cos

Exercice 4.24:
1/ V = ROii, + hoii.

‘\<\o d =—R6*i u, + RO%ii o ht92
y

<l

ﬁZ
ZN P =R i,
! u
7 ! NG
| N
o) Y DN
P Y
X/ 7 M
X u,

2/



3/

Exercice 4.25:
1/a/ x* +y* = R* équation d’un cercle de centre (0,0) et de rayon R .

b/ z = a.t le mouvement est rectiligne uniforme verticalement.
¢/ La trajectoire du mobile est la composition du mouvement plan et. du mouvement
vertical, il en résulte un mouvement hélicoidal.

2/ Dans le systeme de coordonnées cylindriques:

a/ 7 =OM = pii, +zii, <7 =0OM = Rii, +z.i,
" Y.'

Exercice 4.26:
1/ Expression de la dérivée i

ﬁr =0 cosf.cosp.i —@.sinO.sin . +0cosO.sin@.] + ¢@.sin O.cos .j — Osin 0.k

i, = 0| cosO.cosp.i +cosf.sing.j —sin 0.k |—¢.sinf.| —sinpi +.cos@.j

iiy Uy

u, =0, +.sinbu,

r




Expression de la dérivée i, :

u, = Osin 6.cos p.i — @ cosf.sin . —OsinO.sing.j + ¢cosh.cos .] — O cos 0.k

u, = —0| sin@.cos @i +sinO.sing.j + cos 0.k |+ @cosb.| —sinpi +0+cosg.j

i, Uy

u, =—0u, +¢pcosbu,

Expression de la dérivée ii P
@ =—gcos@i —psing.j = —(p[COS(pf—(psin(p.ﬂ 1)
Cette expression n’est pas définitive...

Retournons aux expressions de u et u, . Multiplions la premicre seconde par

cos@ , nous obtenons:
ii .sin@ =sin” @.cos p.i +sin® O.sing.] +

ii,.cos @ = cos’ .cos p.i +cos’ O.si

Additionnons les deux expressions précédentes a membre pour obtenir:
U, .sin6 +1i,.cos i

2/ ¥ = fdi, +r.0ii, +r.g.sin 0ii,
Dérivons-la par rapport a ﬁi DS

a=ru, +ru +r0u9+79* r.@.sin@ui, +r.g.sinbu, +r(/)0cos9u +r(psm6’u¢

Remplagons u, ,u rs expressions trouvées en 1/:

Ez:; O ]+r6’u9+r6’u9+r.é’.[ O, +@.cosOu ]
7.8l sinfai, +r.p.6.cosOii, +r.p siné’.[ 0 [smé?u +cos(9u9]]
éveloppons puis ordonnons :
G =|F-r0" —r¢’sin’ 0 )i, +i| Oii, + p.sin 0, |+
[ 7-$.5in 0 +27.¢.5in 0 + 2r.§.6.cos i, | i, +
| 70 +2760—r.¢’ sin O cos 6 | i,
Exercice 4.27:
r=R=Cte=r=0
ii, = 0ii, + ¢.sin O.ii
1/ a/ ’ 1=y = Rotu,

O=Cte=0=0
p=wt = ¢=2o0t




<l

Rot.u v

Q)

=y = Ra).ﬁ(p + Ra)t.ﬁ(p =a= Ra).ﬁ(p + Ra)t.(—(b.[sin O, +cos 6’.179])

ii, = —¢.[sin @i, + cos Oii, |

i = —¢.Rotsin i, Roii, — p.Rot cos i, = |@ = —Ra*t* i, —/3.Ro*t di, + Rwii,

b/ a = Ron4a*t* +1

ay =a2—aﬁ
dv 2,2
c/ a, =— =Rw = |ay =2Rw’t
dt
a’ =R*w [4w2t4 +1}

2/
OM =xi+yj+ z.k
e — 1 - 1 - 3 g
OM =7 = ER.cos ot’ i +§R.COS0)12J +£R..k
a/
V =7 =—Rotsinwt’ i ¥ Rot cos
a=v= [—Ra)sin ot* — 2Rt cos t* —2Rw*t* sin wt’ ]]
3/
R
Nous en concluons ce point matériel M décrit un cercle de rayonz et de
centre[0,0 Vl u vecteur position, il décrit un cone de sommet O et dont le bord
est le
4/ Nature du mouvement du point M :la trajectoire est un cercle, le module de la vitesse est
constant et l’accélération tangentielle est constante, donc le mouvement est circulaire uniformément
acceléré.
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Corrigés des exercices 4.14 a 21.4 21.4 A 14.4 oa Gl Jols

Exercice 4.14:

x=(+1) |, y=2(F +1)= |y =2V

Exercice 4.15:

2 2

1/ x =4sint, y=-3cost = Yo

9 16

La trajectoire est une ellipse.

2/ v= v +vi :>v=\/9sin2%+l6c032%:> v=3,53ms""

Exercice 4.16:

2 2
1/ = = -2, :3\/:12 ;
x \/g y | (\)

2/ a=2ms? ; a, =v =

Exercice 4.17:

1
/t=—x=|y=x" -
2 y

v =2

v, =8 —4




Exercice 4.18:

1/ x> +y* =4|.

La trajectoire tracée par le mobile est un cercle de centre O et de rayon R =2.

v=—=1ms"

.t t ds
2/ v, ==sin— , v, =cos— ; V' =vi+ v} <V =1,
2 2 dt

3/ [s=1].

4/ a_ =—lcosi ;a =—lsin—
2 2 g 2 2

2_ 2 2 _ -2
a =a, +a, =0,25ms

aT:EZO , aNZ\/a2—a§:> a, =0,5ms™

6/: w =j0,2t.dt = w=0,1+C

®=0,1¢7].
2 2 A
v=wR =0,lRt* = |v=0,2t A
10=O,2t2:>-t=7,1s 1
0,1 0,1 'y
0=""1, s=RO=" 2.(7,1) = [s 0 23,9m
Exercice 4.19: ( 4
1/:
ii, =0,
r _i
v =Z°e > (-, +ii, )

T e i e




_t _t L
G =(i-r6)i, +(2¢0+r0)i, = a =(br—°2e b —]:—Oze b]ﬁ +[—2;—°e b]ﬁg

3/

t
a =(—2br—°2e b ]ﬁg a=2br—oze b

4/ Nous avons vu a la question (3) que a et i, ont la méme direction, soit(& =—au, g); de

mémeV = v.ii, . Sur cette base, on peut établir la figure suivante :

5/

Exercice 4.20:
1/

—2.0A.0OB.cos ot

Rxcosawt < [} =x* + R? (sin2 wt + cos’ a)t) —2Rxcos ot

2 2 .2 2 2 .2 1/2
Rcosa)t) + R°sin” ot = x=Rcosa)t+(L — R sin a)t)

Nous pouvons nous assurer que x = R+ L quand w.f =0 .




2/

) Rsin® wt T
sin ot + - =0=>wt=kr=>t=k—

2(L2 — R?sin’ a)t) /2 @

Exercice 4.21:

1/ En regardant la figure on voit bien que : /P = OP — Ol = .r.cosd

YA 7

Donc I’équatio
L’équation carté

D’ou: x* +y* =2R

cosf = |x* +y* —2Rx =0

cosé
2/ La base polaire du point P est représentée sur la figure. Pour calculer les composantes
polaires de la vitesse et de l’accélération nous partons de D’expression du vecteur

position: ¥ = OP =r.ii .
La premiere dérivée par rapport au temps nous donne 1’expression du vecteur vitesse, soit:



g= = 7ii, + roi,

dt
r =2Rcos@ =V =-2R0O.sinbii_ +2RO.cosb.u,
= —2ROsin O

v = 2RO (-sin 0., +cosb.ii, )| — (1)

La dérivée seconde par rapport au temps nous conduit a I’expression du vecteur accélération:

__dv (.. ) - N
a :E =(r—r92).ur +(2r9+r49)u9
r :2Rc950 N
7 =—-2ROsind
i :—2R(9'sint9+49'2 cos&)
5=-2R(292.cose+ ':1&; .cos— 26" sin@)% —(2)
3/ )

» Expression de s en fonction de &:

Nous rappelons ici une propriété géométrique du cercle:
Dans un cercle, les angles qui interceptent le' méme arc de cercle, celui dont le sommet

est au centre du cercle vaut le double d ole ayant son sommet sur la circonférence de ce

s=AP=Ra =2R6

P est représentée sur la figure.

ecteur vitesse sont : |V = v.ii, = 2R0.i,| — (3)

. r le vecteur accélération:

a=a,+a,
2
i ey . — —— =
dy :EMN :4R92MN =>|a=4 Ing_.z v T2ROu, _)(4)
Ay o “
ar _EL{T _ZRQHT

Pour retrouver les expressions de la vitesse et de 1’accélération dans la base polaire il
suffit d’exprimer les vecteurs unitaires de la base locale en coordonnées polaires:
De la figure on en déduit:



U, =—cosbfii, —sinb.,
U, =—sinfui,_+cosf.i,
En remplagant dans les équations (3) et (4) nous obtenons les équations (1) et (2) obtenues

précédemment:

V = vii, =2R0.(~sin 0, +cos 0ii, )| = (1)

Organisons cette dernicre équation:
a= —2R(2.92.c0s6’ +0sin 6’).1@ + 2R(5cos:9 —26* sin@) i,

4/ A présent la vitesse angulaire est constante.

2
* Expressions de la vitesse et de 1’accélération uE le début que|d :g .

et O par leurs valeurs

Nous remplagons dans les expressions (1),%

e L’angle @ balayé par le point P durant ¢ est: o =20 = wt = |6'=
, . @
e L’expression de est:
On
et

it d
respectives:
»  En coordonnées polaires : 0 c danskl/) et (2) :

S

tlu, — R’ .sin 2t U,
2 2
> En coordon T (Frenet): On remplace dans (3) et (4) :

d=Ra’ii, |V =Roi,




EXERCICES
(s

Exercice 4.14

Une particule se déplace dans un plan XY selon la
loi: v_ =41 + 4t et v, =4t.

Si le mobile se trouvait au point (1, 2) a ’instant

t =0, trouver I’équation de la trajectoire en
coordonnées cartésiennes.

14.4 O adl)

O By XY el b dews S

& dhaidl aag ) v, =4t s v, =48 +4¢
Jhadl) Adlas aagl o =0 Adall) i (1,2) 4k

Exercice 4.15

Une particule se déplace dans un plan XY selon la
loi: a, =—4sintet a, =3cost.

Sachant que pour =0 onait x=0 ¢y = -3
v, =4 5 v, =0¢ trouver:

1/ I’équation de la trajectoire, quelle est son allure ?

T
2/ la valeur de la vitesse a ’instant { = —35 .

Exercice 4.16

Soit le mouvement défini par sa trajectoir

) 16.4 (Al
:3(x+2) Bolea d8edl AS Al oSl

référent —4¢
1/ Déte quation de la trajectoire, Quelle est
son allure

2/Calculer la vitesse du mobile,

3/Montrer que son accélération est constante,

4/Déterminer les composantes normale et
tangentielle de l'accélération dans un repére de Frenet.

5/En déduire le rayon de courbure.

y= 3(x +2) et son équation horaire () =2
x=2 o W, s(7)=2F o)) Leilalaay
Sachant que X =—2 et ¥ =0 quand S( et u ( ) S e S
2 B! SIRPXS =0 W y=
que § croit avec la croissance de ) : A e ‘S(O) 0 y=0
1/ trouver les équations paramétri et ) -V
(1) 5 x(f) o oElsadl sl /1
y(t ) du mouvement, AS
¢
2/ déterminer I’accélérati “accélération . . . .
tangentielle du mouvem ASpall bl g il 5 alilill g Ll aa /2
. 17.4 Cauadl)
paramétriques de la

A yaial (5 giuall luall Glidas gl lilabaal) aad
Y= A — 4 5 x =21 p el Al

falld Lo ¢ Hliall Adalra 23a /1

«uliae Jld o op 2 /3

sl b gl Fuaal) 5 Tl G, S5 /4
(i

st Hlad Caial i /5

Exercice 4.18
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

xOy d'origine O et de base (17,] ). Les coordonnées

18.4 (n
slae XOp elaie 5 dalatia alea ) (5 sisall sy




x et ¥ d'un point M mobile dans le plan (O, 17,])
varient avec le temps suivant la loi:
t .t
X=2cos—ety=2sin—.
2 2

1/ Déterminer la nature de la trajectoire,
2/ Déterminer les composantes du vecteur vitesse V

. . . s
3/ Déterminer l'expression de la Vltesse?, ainsi
t

que celle de l'abscisse curviligne s du point M a

linstant ¢, en prenant comme condition
initiale s = 0 quand ¢ =0,
4/ déterminer les composantes normale et

tangentielle de 1'accélération dans un repére de
Frenet,
5/ en déduire le rayon de courbure de la trajectoire.
6/ La trajectoire reste la méme, mais maintenant le

point M  subit une accélération angulaire
2

2?:67:0,%. A quelle date le point M
t

. . . -1 .
atteindra-t-il une vitesse de 10m15™ |, sachant qu'il est
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?

il yy x gaslaYl ses (7,7) el 5 0
G el as (O,?,]) G sl 84S nie M

.t t .
.y =2sin— 5 x =2cos— : o4l
2 2
Dbl dxada 23a /]
Y a&ﬂ‘twéﬁﬁdh/z
ds

s 3:\3\3;:2\3)1.}9 \'JS}—:\.GJJ\BJL}QJJ;/:S
dt

Exercice 4.19
Une particule soumise a des champs électriques et
magnétiques complexes est en mouveme

référentiel galiléen. Les équations horaires
t

coordonnées polaires : 7 = 7€ boet 6O

b sont des constantes positives.
1/ Calculer le vecteur vitesse d

vaut cet angle ?
3/ Calculer

vaut ¢
5/ Ca

sphlie 5 Gl eS Jsiad Aanld A Jii
LAYl Glide I Gllaleall | Lo as ja A 33820

e t e
Qas b s o« 925 5 r=re’ Ladgkl
b e

2 skt S A (V) R of ok /2

€25 3
Wl (i) G o ob /4
(20 3l i) ) 3

D.J.Q L;}L.n:}(as.

kv




Exercice 4.20

Un bras OA tournant avec une vitesse @ autour
d’un axe O, est articulé en A avec une tige AB .
La tige AB st solidaire d’un curseur B pouvant

coulisser le long de I’axe Ox. le bras et la tige
peuvent se croiser lorsque la tige passe par derriére

Particulation enO. Sachant que AB=L
et OA=R:

1/ trouver I’équation horaire du mouvement de B ,
sachant que B passe en Ao autemps [ = 0 .

2/ a quel instants la vitesse s’annule-t-elle ?

20.4 ()
¢ osnades @ W4 A jw Hen 04 Uswe
AB s g A s Juaia dand & it 50
A6 Ay ddadl s B die daice 4B il
OA opwadll (Say  Ox osaall sh e 3Y 3
M\&%Yj\}d%@%&@oi%;

Exercice 4.21

21.4 Cu il

Dans le plan (XOY) d’un repére (O,?g, un | alagy JaEs ‘(0,;”]”]_{’) v’l"‘s (XOY)J:MA o

point P se déplace sur un cercle d

centre ](R, 0, 0) .

A linstant? =0 , P se tr

P . c fonction de @et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes
polaires des vecteurs vitesse V et d de P dans
le repére(O,ﬁr,ﬁg,k) .

3/ Soit § I’abscisse curviligne de P (I’origine est en

A).
* Donner I’expression de s en fonction de &

* Représenter sur la figure la base intrinséque

(i, i\ ) de P.

e (Calculer en fonction de @et de ses dérivées
successives par rapport au temps les composantes

s R ki aay sph e P
I (R,0,0)t S

A(2R,0,0) & P a5 =0 idaall
7 (0,75,0) sl de o s

.05 o PJlankhdll aldlaay) ) ey
Leilalaa i) ¢b plall dpladll daleall S /]
Al
- P (i, i, ) fddl sae@l JS8) e S /2
el Apnailly Uil Lgiliidie 5 6 AV ol
P 1 a gobdl 5 Vae pll elad Gl

: (O,a’,,a’g,I}) dlaall

A ey PI g dpaidl Al o<1 /3

(
@ ANy g s le dac) e

] (ﬁr gN) A sacldll Ja) e Jie o
. P
Aol ) Leliide 5 @ AV ol o




de V et d dans cette base. cpladl e &g ) Sldlaa) el
* Calculer les composantes polaires de u t d " "
. u p p s de u, et de ‘“N J”T ) Sl i e

u,, Retrouver dans ces conditions les composantes BESsa) bag,dl) sl 8 uia (O gl e

polaires de Vet d. Cd sy A okl
4/ On désigne par @ la vitesse angulaire de P, dont on g;—ﬂ‘} P Aa 5l de yull @ o 31 /4
suppose dans tout ce qui suit qu’elle est constante. AL A le JS A el
. _(ll)eonner en fonction de?, les expressions de € puis LA 0 ke fi¥ydael

« En déduire les expressions de ¥ et den fonctionde ¢ | ¢ eV ANy @ 5V ke i e

dans les bases polaire et de Frenet.
A
Fa,
»< y

A




EXERCICES
(s

Exercice 4.14

Une particule se déplace dans un plan XY selon la
loi: v_ =41 + 4t et v, =4t.

Si le mobile se trouvait au point (1, 2) a ’instant

t =0, trouver I’équation de la trajectoire en
coordonnées cartésiennes.

14.4 O adl)

O By XY el b dews S

& dhaidl aag ) v, =4t s v, =48 +4¢
Jhadl) Adlas aagl o =0 Adall) i (1,2) 4k

Exercice 4.15

Une particule se déplace dans un plan XY selon la
loi: a, =—4sintet a, =3cost.

Sachant que pour =0 onait x=0 ¢y = -3
v, =4 5 v, =0¢ trouver:

1/ I’équation de la trajectoire, quelle est son allure ?

T
2/ la valeur de la vitesse a ’instant { = —35 .

Exercice 4.16

Soit le mouvement défini par sa trajectoir

) 16.4 (Al
:3(x+2) Bolea d8edl AS Al oSl

référent —4¢
1/ Déte quation de la trajectoire, Quelle est
son allure

2/Calculer la vitesse du mobile,

3/Montrer que son accélération est constante,

4/Déterminer les composantes normale et
tangentielle de l'accélération dans un repére de Frenet.

5/En déduire le rayon de courbure.

y= 3(x +2) et son équation horaire () =2
x=2 o W, s(7)=2F o)) Leilalaay
Sachant que X =—2 et ¥ =0 quand S( et u ( ) S e S
2 B! SIRPXS =0 W y=
que § croit avec la croissance de ) : A e ‘S(O) 0 y=0
1/ trouver les équations paramétri et ) -V
(1) 5 x(f) o oElsadl sl /1
y(t ) du mouvement, AS
¢
2/ déterminer I’accélérati “accélération . . . .
tangentielle du mouvem ASpall bl g il 5 alilill g Ll aa /2
. 17.4 Cauadl)
paramétriques de la

A yaial (5 giuall luall Glidas gl lilabaal) aad
Y= A — 4 5 x =21 p el Al

falld Lo ¢ Hliall Adalra 23a /1

«uliae Jld o op 2 /3

sl b gl Fuaal) 5 Tl G, S5 /4
(i

st Hlad Caial i /5

Exercice 4.18
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

xOy d'origine O et de base (17,] ). Les coordonnées

18.4 (n
slae XOp elaie 5 dalatia alea ) (5 sisall sy




x et ¥ d'un point M mobile dans le plan (O, 17,])
varient avec le temps suivant la loi:
t .t
X=2cos—ety=2sin—.
2 2

1/ Déterminer la nature de la trajectoire,
2/ Déterminer les composantes du vecteur vitesse V

. . . s
3/ Déterminer l'expression de la Vltesse?, ainsi
t

que celle de l'abscisse curviligne s du point M a

linstant ¢, en prenant comme condition
initiale s = 0 quand ¢ =0,
4/ déterminer les composantes normale et

tangentielle de 1'accélération dans un repére de
Frenet,
5/ en déduire le rayon de courbure de la trajectoire.
6/ La trajectoire reste la méme, mais maintenant le

point M  subit une accélération angulaire
2

2?:67:0,%. A quelle date le point M
t

. . . -1 .
atteindra-t-il une vitesse de 10m15™ |, sachant qu'il est
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?

il yy x gaslaYl ses (7,7) el 5 0
G el as (O,?,]) G sl 84S nie M

.t t .
.y =2sin— 5 x =2cos— : o4l
2 2
Dbl dxada 23a /]
Y a&ﬂ‘twéﬁﬁdh/z
ds

s 3:\3\3;:2\3)1.}9 \'JS}—:\.GJJ\BJL}QJJ;/:S
dt

Exercice 4.19
Une particule soumise a des champs électriques et
magnétiques complexes est en mouveme

référentiel galiléen. Les équations horaires
t

coordonnées polaires : 7 = 7€ boet 6O

b sont des constantes positives.
1/ Calculer le vecteur vitesse d

vaut cet angle ?
3/ Calculer

vaut ¢
5/ Ca

sphlie 5 Gl eS Jsiad Aanld A Jii
LAYl Glide I Gllaleall | Lo as ja A 33820

e t e
Qas b s o« 925 5 r=re’ Ladgkl
b e

2 skt S A (V) R of ok /2

€25 3
Wl (i) G o ob /4
(20 3l i) ) 3

D.J.Q L;}L.n:}(as.

kv




Exercice 4.20

Un bras OA tournant avec une vitesse @ autour
d’un axe O, est articulé en A avec une tige AB .
La tige AB st solidaire d’un curseur B pouvant

coulisser le long de I’axe Ox. le bras et la tige
peuvent se croiser lorsque la tige passe par derriére

Particulation enO. Sachant que AB=L
et OA=R:

1/ trouver I’équation horaire du mouvement de B ,
sachant que B passe en Ao autemps [ = 0 .

2/ a quel instants la vitesse s’annule-t-elle ?

20.4 ()
¢ osnades @ W4 A jw Hen 04 Uswe
AB s g A s Juaia dand & it 50
A6 Ay ddadl s B die daice 4B il
OA opwadll (Say  Ox osaall sh e 3Y 3
M\&%Yj\}d%@%&@oi%;

Exercice 4.21

21.4 Cu il

Dans le plan (XOY) d’un repére (O,?g, un | alagy JaEs ‘(0,;”]”]_{’) v’l"‘s (XOY)J:MA o

point P se déplace sur un cercle d

centre ](R, 0, 0) .

A linstant? =0 , P se tr

P . c fonction de @et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes
polaires des vecteurs vitesse V et d de P dans
le repére(O,ﬁr,ﬁg,k) .

3/ Soit § I’abscisse curviligne de P (I’origine est en

A).
* Donner I’expression de s en fonction de &

* Représenter sur la figure la base intrinséque

(i, i\ ) de P.

e (Calculer en fonction de @et de ses dérivées
successives par rapport au temps les composantes

s R ki aay sph e P
I (R,0,0)t S

A(2R,0,0) & P a5 =0 idaall
7 (0,75,0) sl de o s

.05 o PJlankhdll aldlaay) ) ey
Leilalaa i) ¢b plall dpladll daleall S /]
Al
- P (i, i, ) fddl sae@l JS8) e S /2
el Apnailly Uil Lgiliidie 5 6 AV ol
P 1 a gobdl 5 Vae pll elad Gl

: (O,a’,,a’g,I}) dlaall

A ey PI g dpaidl Al o<1 /3

(
@ ANy g s le dac) e

] (ﬁr gN) A sacldll Ja) e Jie o
. P
Aol ) Leliide 5 @ AV ol o




de V et d dans cette base. cpladl e &g ) Sldlaa) el
* Calculer les composantes polaires de u t d " "
. u p p s de u, et de ‘“N J”T ) Sl i e

u,, Retrouver dans ces conditions les composantes BESsa) bag,dl) sl 8 uia (O gl e

polaires de Vet d. Cd sy A okl
4/ On désigne par @ la vitesse angulaire de P, dont on g;—ﬂ‘} P Aa 5l de yull @ o 31 /4
suppose dans tout ce qui suit qu’elle est constante. AL A le JS A el
. _(ll)eonner en fonction de?, les expressions de € puis LA 0 ke fi¥ydael

« En déduire les expressions de ¥ et den fonctionde ¢ | ¢ eV ANy @ 5V ke i e

dans les bases polaire et de Frenet.
A
Fa,
»< y

A




EXERCICES
(s

Exercice 4.8

La position d’un mobile en fonction du temps est
indiquée sur la figure ci-dessous. Indiquer :

1/ en quel endroit le mouvement se fait dans la

direction des X positifs ou négatifs ?

2/ a quel instant le mouvement est retardé ou
accéléré ?

3/ quand le corps passe par I’origine ?

4/ quand la vitesse est nulle ?

5/ faire un graphique de la vitesse et de 1’accélération
en fonction du temps,

6/ estimer d’aprés le graphique, la vitesse moyenne
pour les intervalles de temps :

Is<t<L8s ,1s<t<2,2s , Is<t<3s

8.4 (i)
Alaud il e e el AV @ el puiase
(O

¢l sl Jane

(el Ay e Ll gde
Ao gl Ze yudl o8 (3

Is<t<3

X (m)

Exercice 4.

Un point matérie éplace sur I’axe Xx'ox de fagon

1/ Calculer I’accélération du mobile. Que peut-on dire
du mouvement ?
2/ Connaissant la nature du mouvement, trouver par

une autre méthode les valeurs de A et Ben fonction
des caractéristiques du mouvement.

9.4 (r il

O ¢ g duss x'ox sl e Aol ddass Jai
A8l Lilald 5 1 e e age
W Bs 4V =Ax+B

oo Jsi o oSe 1le @aidl g 5l qaal /]
i all

e sOAl Ak ol AS Al Aapd 48 ey /2

¢ X




Exercice 4.10
Une pierre est lancée verticalement vers le haut
depuis le toit d’un immeuble avec une vitesse de

29,4ms ™" .On laisse tomber une seconde pierre

45 aprés avoir jeté la premiére. Démontrer que la

premiére pierre dépassera la seconde 45 exactement
apres que I’on ait laché la seconde.

2=9,8ms™".

10.4 (Al
29,4ms™ A e SleY ) LA $ jlaa ol
Solaall Cad (e 4y o Bl mha e B
solaall of oA dius 4l solas o yn V)
US 5 axy Jaally 4y 4l 5,laall jolas Y

2=9,8ms™

Exercice 4.11

Un homme au sommet d’un immeuble lance une

balle verticalement vers le haut avec une vitesse
-1 .

12m.s" . La balle atteint le sol 4,258 plus tard.

1/ Quelle est la hauteur maximale atteinte par la
balle ?

2/ Quelle est la hauteur de I’immeuble ?

3/ Avec quelle vitesse la balle atteint-elle le sol ?

2=9,8ms™

Exercice 4.12
L’unité de longueur est le centimétre, 'unité d
temps la seconde.
Une automobile se déplace en mouvement rectiligne.

Son accélération est donnée par g = —

, a la date #=1s, on ait I’abscisse x =

vitesse V = 277cm.s "

1/ déterminer la nature du mouver
équation horaire.

2/ calculer toutes les consta
mouvement,

3/ montrer que X p

12.4 ¢
Ol Bas g ¢ jiadiindl oo Jghall Bas
i any Aediae A ay b Ju

2
T

=1s :\M\‘;Qi&ﬁc a=—-——"x

v=27zems ' de )‘%\ 5 x =4cm ALl
Ania )l Leilalea (iS) (AS al) dapha 33a /]
AS Al e Al 8 IS el /2
e x A4S Saadl g /3

.x =X, cos (ot + )

Trouver v en fonction de 7, x en fonction de ¢
et X en fonctionde v .

13.4 CnAl
) a=32-4y ‘&_)L-“:‘-.' dafiiee A8y aaa Juiy
(1=0dal e v=4, x=0 adlanl by b

v ANY x5 AL x o AV y




Corrigés des exercices de 4.28 a 4.35 4.35 A 4.28 (e cpotadl Jois

Exercice 4.28:
Soitv, la vitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, v la vitesse de la pluie par

rapport au véhicule etv, la vitesse de la voiture par rapport au sol:

Représentons les trois vecteurs puis appliquons la loi des sinus:
La vitesse de précipitation de la pluie par rapport a la voiture au repos est:

v v _ sin10°

==V, TV,
sin10 sin 90 sin 90

La vitesse de précipitation de la pluie par rapport a la voiture en mouvement
est:

v, =17,4km.h™"

r —_— e

.v .v =|v, = S%n90 v, v, =117kmh™"
sin90° sin&0° sin 80°

Exercice 4.29:

1/

2/

Exercice 4.30:

Nous étudions le mouvement de M dans la base (ﬁr Uy, U, ) Les vecteurs unitaires sont
indépendantes du temps. Voir figure.

1/|OM =r=F'=rii,|, [V, =Fii,| ;

r

!

S )
I
N

2/



Ve =AO'M=|0 0 0|=|v.=rbi,

7 0
ZA7
Y
k =_’ZA ﬁa
0
0,0' — >y
i U j
0
X M X

3/

4/

®, . . <\ .
*%* Remarque: Si o aire les calculs par rapport au repére mobile, on

utilise la base(z?,],# remplacanty etu, dans les résultats des vitesses et des

accélératio nous sommes parvenues parii, =i.cos@ + j.siné

etii, = —i.sin
Exerci
OM =7 =ri 1
1/ - =|F I(—az‘2 +r0j.ﬁr
i =u, 2




- - - 1 2 - 2 1 2 2 2
v, =v,tv., =>|v, =atu, + Eat +7, (ou,| 5 |v, = (at) + Eat tr | @

1,
Eat +r @

v
tga=-2%=
£ v, at
2/
1
O=aowt, |0=1,884rad =108°|; r—Eat +r,
x=r.cos@, |x=-0,031m| ; y=r.sinf ,
v.=at, |v.=0,06ms"| ; v,
3/ a =ai =aii
v Z\/vf+v2
tgaz~v—f’:1,o .
. _d*00' . d dé dO'M _ . ——
a,= —ton 72/\0'M , =on0'
dt dt dt
H_/ %Of_/
O'M
- 1 —
OU, N —at +r0 U, = —ra)u =l|a, =— —at2+rO a)z.ug
2
k
v e
6 - '
,’// ag X
- o .1
i p ’
M
Y
M, a
W :
(0] X



u, —u, u,
3/

ae=20Av,=2/0 0 a

at 0 0

Exercice 4.32:
1/ OM = OA+ AM
x:R(a).t—.sina)t) ;v = cos wt
a)t

X = R a)t—s1

—y Rk a)t

La représentation graphique de ces équations

etrlqués nous conduit a une cycloide
(¢ 9% 2.

. wt
sin—
2

2/ v

15 |v, =2Rw

vitesse absolue du pointM par rapport au référentiel
mobile X' 4
__dAM
Vv, —
dt

X,, = —R.wscost

: ¥, =—Rw.sinwt
V. =—-Rwscos ti —Ro.sinowt.j

v. =Rw

V. =v.i.cosf

v..cos B =X, =-Rocoswt| = cos f = —cosat |,B=71—a)t=2a|
v,
—cosat = COS(7Z' - a)t)

3/ la vitesse d’entrainement Vv

Regardons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur
quelques propriétés géométriques). Dans un cercle I’angle au centre est égale au double de

I’angle dont le sommet est situé sur la circonférence du cercle(l'angle M'AM=2a et
l'angle M'A'M=¢ ). V est tangent a la trajectoire circulaire au point M

4



A A
Y y
v=Rw |
Yy M
Y [ Yu
R
—t 0 |x
4/)Y M|
i < X
- /2
O Al x =X
(a)
De la figure (b), il vient:
v, =V, -V, =V :\/vj +v7 —2v,.v,.cos

v, = \/4R2a)2 sin’ %t +R*w’ - 2Ra).2Ra)sin%tco
A

P S

ér< it de translation du centre du cercle par
tafa

ique. V, est parallele a 'axe OX .

La vitesse d’entrainement est égale
rapport au repére fixe XOY , ce qui est tou

A

Exercice 4.33:
1/ ;0 vo= roa)(—sin a)t+cosa)t).z_i,
L_[Z
| =>|Ve =r0a)(cosa)t+sina)t)z'i9
0
= = roa)(cosa)t+sin a)t)ﬁg +r0a)(—sin a)t+cosa)t).17,
v, = roa)x/z = Cte
T - _ 2 . —
2/ a, =ru, = \a. =rw (cos @t +sin a)t).u,
_ _d00" . . —— do ——————
a,=——+tONOANO'M +—ANO'M = |4, =0ONOAT'
dt dt
H_/ %/_/
0 0
- 2 . —
a, = —rw (cosa)t+sma)t)u,
- _ 2 . —
a. =2r,w (—sm wt + cos a)t)ug
i =a +da +a ; |a :2rw2[(cosa)t+sina)t)z'i +(—sina)t+cosa)t)ﬁ]
a e r c a 0 r 6




Exercice 4.34:
1/ oM
2/
-2
v=0’2 :10 (m/s) :
60 3

aa = 2r,0°\2 = Cte

=r=ru, =|r=vti

”

vV, =V, —vt|a)| Uy

— — 2, —
a, =-vo'tu, —2v|a)|

Uy

T

R
w 5 3O(raa’/s)

-5.107

X,, =vtcoswt = .tcos%.t ; Y, S Vvisinot = tco 3 t
t(s) 0 15 30 45 60
0, =-ot (rad.s_l) 0 —7/2 m —2r
ry =vt (ms™) 0 ~5.107 v.lo ? 20.107
Xy (m) 0 0 0 20.107
Y (m) 0 ~5.10° ﬂ\ 15.10°2 0
t=45s: = 605
Wy = VU, vta)ug &M =—vo’t.ii, —2vewii,
v.=0,33, ; 1, =-0,22ii, ; d,=-,074,
vV :O. m v,
v, =—1,57i, 0 =3[ | 4,
5.10%m
E
5.107°m
~10.10° 0 q, =—022i, 00 -3]a,|4, \20107
i X
u a, =-0,07d,

Nous avons pris comme échelles le module de la vitesse radiale pour représenter
vitesse; et le module de I’accélération transversale pour représenter 1’accélération.

6
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Exercice 4.35:
1/ OM =00'+0'M
OM = (R coswt + Rcos2a)t)z7 + (Rsina)t +Rsin2wt)]'

- M = . ; = —

v, = do , v, = —Ra)(sm ot +2sin 2a)t)i + Ra)(cos ot +2cos 2a)t)j
dt

av, = ; . —

q, = , |G, =—Ra’ (coswt +4cos2wt)i — R’ (sin wt +4sin2wt) j

aa
dt

2/

dOM _dOO' di' dji' ., dk' -.dx' - dy' - dz'
= +x'—+y'—tz— i —+ k' —
dt dt dt dt dt dt dt dt
Hr_/
‘_}.a ‘_})e ‘_;}"
v :;vdx + vdy +]€vdi

A partir de la figure nous pouvons désigner:
i'=coswti +sinwt.j ; x'=Rcoswt — X'=—Rwsin ot

j'=—sinwti +coswt.j ; y'= Rsinwt — y;' = Rwcos ot

7



Apres substitution, nous obtenons:
Vo= (cos ot.i +sin a)t]) (-Rosinot) + (—sin ot.i +cos a)t]) (Rwcos o)

= 2Rw.sin wt.cos wt,i + Ra)(—sin2 ot + cos’ a)tJj
%/—/
lsin 20t cos 2ot
2

A la fin, la vitesse relative du mobile M par rapport a OXY est:

V= Ra)(—sin 2wt.i +cos 2a)t.]') —(3)

L’accélération relative du mobile M par rapport aOXY n’est pas égale a la dérivée dev
par rapport au temps. Il faut utiliser la relation 4.59 (voir cours).
_ o d’x' s dy! d’z'
G, =1 R
dt dt dt
0
i'=coswti +sinwt.j ; x'=Rcoswt —> X' = —Ra* cos ot

j'=—sinwti +coswt.j ; y'= Rsin ot —>;' =-

En remplagant on obtient:
a = (cos ot +sin a)tj) (—Ra)2 cos a)t) + (_

a = (—Ra)2 cos’ wt.i — Rw’ cos mt sin cot]) +

i =—-Raw’ (cos2 wt —sin’ a)tjf —R

cos2amt

(1) (3) V, =7, -V

d*o0' d*'  d*j  d*k

b/ d, = tx'—+ ) +z'
¢ > dt’ dt’ dr’
0
S - ) - d*00' 2 - ) . =
OO'=R.coswti +Rsinwt.j , =—Rw’.coswt.i — Ro” sin wt.
J dt2 ]
i'=—w’coswti —w’sinwt.j ; x'=Rcosmt
j'=w’sinwti —w’coswt.j;  y'=Rsinwt

En remplacant on obtient:
a, = (—Ra)2 .coswt.i — Rw’ sin a)t]) + Rcosmt (—a)2 coswt.i — o’ sin a)t]) +

Rsin ot (a)2 sinwt.i —w’cos a)t])

8



D’ou I’accélération d’entrainement du mobile M :

d, =| -Rw’.coswt — R’ [—sin2 ot + cos’ a)tj i —Ro’| sinwt +2sinwt.coswt | |
%/—/

cos2mt 1.
Esm 20t

—

d, =—Ro’.(coswt +cos2wt)i — R’ (sinwt +sin2at) ]

Déduction de I’accélération de Coriolis ou accélération complémentaire:
~ de'di'  dy'df'
a =2 —+ 4 2]
dt dt

ou a partir de la relation 4.59:

Zia =_>r +_>r +_>c = Zic =+_>a__>r__>r
Le résultat est le méme.
i'= —@sin wti +wcos ot] X' = —Rwsin ot
j'=-wcoswti —wsinwt.] ; );/' = Rwcos ot
;- Z_dx'.d?' .\ dy'.d]"} I
© | ar dar’ T
a, = 2[ ~Rawsin a)t(—a)sin ot +wcos wt}) +Rwcos soti —wsin a)t])]

2

] [Ra)2 .sin* wt.i — Rw’.sin t cos a):f —Rw sy

1 — Rw’.coswtsin a)t]]

QY
I
(S}

] Ro’ .[sin2 ot — cos” wt%— 2R’ .3
—cos wt

QY
I
(S}

2wt.i +sin 2a)t.ﬁ')
+

Il faudra vérifier le résultat parle calcul direct ¢, =a +a, +a,

4/ Introduisons a présen vecteur de rotation® = wk . nous utilisons la loi(4.72)
démontrée en cours p uler les deux composantes de la vitesse d’entrainement:
. _doo' K . ——
v, = +onO'M
dt
i —j k
v, =—Rw.sin ot.i + Ro.cos wt.j + 0 0 @

Rcos2wt Rsin2wt 0

¥, =—Rw.sinwt.i + Rw.cos ot.] — Rw.sin2wt.i + Rw.sin2at.j

—

v, = —Ra).(sin wt +sin 2a)t) i +Ro. (cos ot +sin Za)t) J

Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver l’accélération
complémentaire ou accélération de Coriolis:



i -7 k
a=20oAv. =ad, =2 0 0 @
—Rw.sin2wt Rw.cos2wt 0

G, =-2Rw’.cos2mt.i —2Rw’ .sin2wt.]

a = —2Ra)2.(cos 2wt.i +sin 2a)t.]')

<”<v\;.r

A

<

10



EXERCICES
C et JI_A_"i

Exercice 4.29

On laisse tomber d’un immeuble de hauteur /2 une
bille sans vitesse initiale. La chute de celle-ci
s’effectue a la verticale selon un mouvement
uniformément accéléré d’accélération g .

1/ Quelle est la trajectoire de la bille dans un
référentiel lié a une voiture se déplagant suivant un
mouvement rectiligne et uniforme de vitesse V et
passant a la verticale de chute au moment du lacher ?

2/ Quelle est la trajectoire de la bille dans le méme
référentiel si on admet que la voiture entame au

29.4 (y Al
O b S A B el Al el (e
A JAL @8y g Lehie A0 de

1Sl aa pall s (804
Gt cdaiud 4y I o

moment du lacher et a partir de la verticale de chute un %73 ) A 38
mouvement  rectiligne  uniformément  accéléré ¢ L
s e s S 2 d'u)
d’accélération a, ? i
(représenter dans chaque cas la trajectoire
demandée).
Exercice 4.30

On considére dans le repére fixe OXY _le systéme
de deux axesOxy mobiles tel que I'axe Ox forme

I’angle @ avec I’'axe OX . Un point maté

déplace sur l'axeOx , sa position 1e
parr = OM . Calculer :

1/ 1a vitesse et 1’accélération relatives du point,

2/ la vitesse et 1’accélératio t t,

3/ I’accélération Coriolis

30.4 (3 pad
Gosae ddea OXY il (5 il 3 e

0 s Ox Heal JS4 G (S e
Deall e M dpk Ak 3 b L OX sl
:%T.I”IOM —IM‘L)M“_?.QJOX

(M AL i) gl 5 de ) /1

Ol g ld 5 de yu /2

ol sy sS g ol [3

M 2 oalld g ldl el pin 4
Akl sy

Exerci

Dans le , une droite OX 'tourne autour

de l'axe avec une vitesse angulaire @ =6

constante. Un mobile M (OM = r) se déplace sur la

droite OX " d'un mouvement rectiligne uniformément
accéléré d’accélérationa. A l'instant initial M se
trouve en M, au repos, puis s'¢loigne de O .
1/Déterminer les expressions littérales vectorielles
des vitesses relative, d'entrainement et absolue de M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur vitesse absolue du

point M .
2/ Si l'axe OX' est confondu avec l'axe OX a

31.4 (ppal

dsn OX'affis  Hsn ¢ XOY g fedl 8
Jiy .0=0 1l L) depm OZ ysadl
S OX'aitidl oo M(OM =r)d i
LHNN) aall) 5 .ap iy sl 5 e e
O0pe iy o Sudla A M| SagM
sl cile pull Leladll 2 el el e /1
M a5 sl

[RNA1) PP B, 0 NG YOS S
- M A dilld) ey g lad dgs

& OX sl e Gihie OX' sadl <13 /2




l'instant initial, calculer les coordonnées du point M
a la datet = 35 . Dessiner les trois vecteurs vitesses a
cette date.

3/ Déterminer les expressions littérales vectorielles
dans une base polaire des accélérations relative,
d'entrainement et de Coriolis de M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur accélération absolue

G MAlE) Gl el ddlagy) ddaal)
.t =35 ddaall

M Al b3 & ADED de ) dadl an
LBl 3218 8 daclal) 4 jal) ) jlall e /3
J_;J\ ‘M\ L_ILGJLJAH 473.11:33\

M o) sS s
(Em‘)Jl:\M Gl:aﬂ ‘é_“d\ :\:\9‘);1\ Q\JL}:J\ u;u:

int M . P . -
dl]l)E;)sir;[er ces vecteurs accélérations a t =3s. -M M %’&‘fﬂ t‘)%mwtl;w MA 2
Données: OM, =lem; a= 2em.s 7'2M o e bl Al o)
ca=2cm.s «OM, =1cm
0=0="rads" .o
5 w=60= gmd 87

Exercice 4.32 32.4 C)-U":
Un disque circulaire de centre A et de rayon R roule (B39 s 5 XOY ssid i
sans glisser sur l’axe OX avec une vitesse e Ao Chai (505 uéﬁ
angulaire @ constante. Au départ £ =0 , un|_
point M de la circonférence coincide avec - 3515 . 4.;_).\.».1 OX sl
I’origine O . ﬁ M aks Gls oot

1/ Quelles sont les coordonnées du point M a 0]
temps? en fonction de @, R et ¢ ? En déduir A \ & M sl Ad)as) T Lo / 1

nature de la trajectoire.
2/ Calculer la vitesse absolue et la vitesse re

Jtud\mlac_m“\(‘t}a)R

5 dganl) Al g dalladl) de jull Cual /2
COX el il Legdiga

a) de juden 5 Alsh e oS Al

Y, une droite tourne autour de
vitesse constante @ = 0.
Un point mobile M (OM = r) se déplace sur la

droite OX 'suivant la loi :
r=r, (cos @t +sin a)t) avecr, = cte.
1/ Déterminer a ’instant ¢ en fonction de , et , la

vitesse relative et la vitesse d’entrainement de M par
leurs projections dans le repére mobile X 'O'Y"'. En
déduire la vitesse absolue exprimée dans cette méme
base de projection, et montrer que le module de celui-
ci est constant.

X
33.4 (s pad
L@ = Qs

S iSie (OM =r)M ks Jus
10 G0y OX ' asisdll
ry =cte aa r:r()(cosa)t+sina)t)

dpad Aoy (@ 5 ) AV fakaalll 8 33 /]

ddaall b Lagabiiase, M 1 Al e

sl Adllad) de pull ) L X'O'Y A el

M\.}a& BAd u\ J‘L\&u‘}” ax:\ﬁu,mékys

el gl co 5 ) AV paddaall A oas /2




2/ Déterminer a I’instant fen fonction de | etw,
I’accélération relative 1’accélération d’entrainement et
laccélération complémentaire de M par leurs
projections dans le repére mobile X'O'Y"'. En
déduire D’accélération absolue exprimée dans cette
méme base de projection, et montrer que le module de
celle-ci est constant.

Slhall & bl mit . X'O'Y " d jaiall aledl
138 305 o) G g DY) BaelE Luds b die el
A

Exercice 4.34

Une mouche M se déplace sur I’aiguille des
secondes d’une montre accrochée a un mur vertical
avec un mouvement uniforme de vitesse V. La

mouche part du point Oa linstant £ =0 pour

atteindre I’extrémité de I’aiguille de longueur 20cm
une minute plus tard.

1/ Ecrire les expressions de la vitesse Vet de
'accélérationd,, de M dans la base mobile
(ﬁr R l_ig ) associée a la mouche.

2/ Calculer les coordonnées QM,xM,yM de la

mouche aux instants 0s,15s,30s,455,60s .

Dessiner la trajectoire sur le mur.
3/ Représenter sur la trajectoire le vecteur vitesse

V,, autemps 7 =45s et le vecteur accélération d,

au temps ¢ = 60s .

Exercice 4.35
Dans le plan OXY , un cercle de ray ¢tre
OA , tourne 2 la vitesse angulaire constante @ autour du
bi

point . On lie a son centr deux axes

rectangulaires O' X 'Y (I

t dirigé suivant

0OA).

A Tinstant £ =0, OX, OX et OX ' étant
colinéaires.

Un poi A, parcourt la
circonfére positif avec la méme vitesse
angulaire

1/ Calc ent les composantes des vecteurs

vitesse et accélération de M dans le repere OXY (en

dérivant les composantes de OM ).

2/ Calculer les composantes de la vitesse et de
laccélération  relatives de M dans le repére
O' X 'Y 'puis dans OXY .

3/ a/ Calculer les composantes de la vitesse
d’entrainement dans le repére OXY par la loi de
composition des vitesses.

b/ Calculer de méme les composantes de
l’accélération d’entrainement dans le repére OXY ; en
déduire I’accélération complémentaire (Coriolis).

4/ vérifier les expressions des composantes de la vitesse

35.4 (i pad
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(R sne 0' & il o S o s
e 0'X' sl ) O0'X'Y ol
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0),4 sOX&Q @4 A ot =04kl @
b e g OX'

Slo JEE A3 Al G culS M Ak
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dom mlad A5 sode cual [l
(OM &S 5o 55) OXY e 3 M g 5l
LOXY &5 0'X'Y dadl b
OXY aladl 3 5ol de o Gl e cual /1 /3
cle gl S 5 (58 Jlesialy
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d’entrainement et celle de ’accélération complémentaire
en utilisant les expressions faisant intervenir le vecteur

rotation @ .

A

YA
Y™ M




Corrigés des exercices 3.1 a 3.7 7.3 A 1.3 o Cpotadl) Jols

Exercice 3.1:

Si I’expression du vecteur en coordonnées cartésiennes est V' = Xi +Yj, alors, il est
possible d’écrire 1’expression du méme vecteur en coordonnées polaires sous la forme:
I7=V,..ﬁ,, +V,4,. Connaissant les expressions des vecteurs unitaires u, et u#, dans la

base(7, /) , on peut déterminer les valeurs V. et V.
7). onp etV

U, =i1.cospt+ j.sing

—_

=SV=V (?.cos¢+].singp)+V(p (—f.sinqp+] 0

— :_—: . +~,
U, =—i.singp+ j.cosp

En organisant la dernic¢re équation:

—

V=i V.cosp—V, sing +7 V.sinp+V,

X

Apres résolution on trouve:

V. =Xcosp+Ysing

L’expression du vecteur V' est donc :

V:(Xcosgo+Y )ﬁr+( sin(p+Ycosgo)ii¢

Nous constatons que, pour trouver les résultats précédents, il y a beaucoup de calculs
a faire si on suit la méthode al inaire. Il est plus facile et plus rapide si on opte
pour la méthode des matrices. elons briévement cette derniére méthode:
On part de I’étape ou nous les deux équations :
X =V, cosp—V, sing

Y=V, sing+V, cosp
déplacement:

cosp —sing ||V, V. cosp sing || X
Ly =
sing cose ||V, v, —sing cosg || Y

V.=Xcosp+Vsing| ; |V, =—Xsing+Ycosp

Nous créo e

Le résu st:

L’expression du vecteur ¥ = X7 +Yj en coordonnées polaires est donc:

V= (Xcosq0+Ysingo)ﬁr +(—Xsinq0+Ycosq))ﬁ¢

Exercice 3.2:
YAt . IS — 71 mn 7
Le vecteur s’écrit : V =V, u, +V,u, +V, 4,

Dans la base (17,},/;) ,il s”écrit v = xi + y} +zk



11 faut se rappeler des expressions des vecteurs unitaires (u Sy, U ) en fonction de7, j, k :
V= V. (i.siné’cosgo + j.sin@singp + k.cosH) +V, (i.cos@cosgo + j.cos@sing — k.sin@) +
v, (—f.sin @+ j.cos go)

Développons et organisons la derniére équation pour trouver I’expression du vecteur V' en
coordonnées cartésiennes.

Les coordonnées cartésiennes sont:
X =V, sinfcosp +V,cosfcosp—V, sing

Y =V, sinfsinp +V,cosfsingp +V, cosg
Z =V cos@—V,sind

Le vecteur V = V. +V,u, +V u s’écrit donc dans la base( ,] l; :

V= (V sin@cosp +V,cosbcosp-V, sm(p i+ V sin@sin @ +
(Vrcosﬁ—Vesme)k

(pcosgo)]+

Exercice 3.3:
Le vecteur V' dans la base(ﬁ U, ,u S ecrlt forme: V/= v, u +V, u +V_ .

Connaissant les expressions des Vecteu un1 ires en fonction de7,j,k on
peut écrire:

u, = i.cosp+ j.sing
u, = —i.sinp+ j.cosp = V= v p+]. smgo + V i.sin(p+]'.cosgo) + VZE
i, =k

En organisant I’expression obtenue elle devient:

On obtient un sy: 018 équations a trois inconnues ¥, V, et V,
X =V, cosp-V, sing
Y=V sinp+V, cosp
zZ=V
On a le droit de choisir la méthode que nous maitrisons le mieux pour arriver au résultat
attendu. Si on choisit la méthode des matrices le raisonnement est le suivant:
On crée une matrice de déplacement a partir du systeme d’équations obtenu:

X cosp —sing 0|V, v, cosp sing O X
Y |=|sing cosp OV, ||V, |=|-sing cosp 0| Y
VA 0 0 LV V. 0 0 1| Z

V4 z

Le résultat se déduit directement:



V,=Xcosp+Ysing| ; |V, =-Xsinp+Ycosop| ; |V.=Z

‘17 = (Xcosgo+Ysing0)Eip +(—Xsingo+Ycos¢))ﬁ(p + Zii,

Exercice 3.4:
Le vecteur V' dans la base(ﬁr,ﬁg,ﬁw) s’écrit sous la forme : V' =V, u, +V,u, +V, u

4
Connaissant les expressions des vecteurs unitaires(ﬁr,ﬁg,ﬁq)) en fonction de 7, /,k , on

peut écrire:

i, =i.sinfcosg +f.sinﬁsin(0+l€.cost9

I

i, =1.cosfcos +].cos08in(0—l€.sin6’

U, =—1.sme+ j.cosp

V=V, (f.siné’cosw + j.sin@sin ¢ + k.cos 0) +V, (f.cos@cosgo
v, (—f.sin @+ j.cos go)
Développons puis organisons 1’équation précédente po

—

V=i V.sin@cosp+V,cosfcosp+-V sing i V sin 'n¢)V6,cos<9$in¢)+cos¢> +

X

k| V. cos@-V,sin@ ’< ay

VA

On constitue un systéme de trois équations a trois inconnuesV, , V, et v, :
X =V sin@
Y =V si pcosfdsing +V cosp
Z=V cos@—=V,sinb

atrices, qui a fait preuve d’aboutir au résultat escompté trés
oit d’abord construire la matrice de déplacement a partir du

Si on choisit la métho

—sing || V, V sinfcosep sinfsing cosf || X

cosp ||V, |< |V, |=|cosOcosp cosOsing —sinf |l Y
0 v, v, —sin @ —sin @ 0 VA

V=X inHCOS(p+Ysinﬁsin¢)+ZcosH| ; |V9 = XcosfOcosp+YcosfOsinp—Zsinb

V,=-Xsinp+Ycosg

En fin de compte I’expression du vecteur V' = Xi +Yj + Zk en coordonnées sphériques est:

= (Xsin9c0s¢)+Ysin@sin(o+Zcost9)L7r +(Xcos@cosgo+Ycos@sinqo—ZsinH)ﬁe +

(—Xsin(p +Ycos go) U,




Exercice 3.5:
N 27 - r
Commengons par transformer le vecteur 4=p u+cospu, en coordonnées
cartésiennes:

A=p° (f.cosq) + ]‘.sin(p) +cosqp(—fsin(p + jcosq))

En développant et en organisant 1’équation, nous obtenons 1’expression du vecteur 4en
coordonnées cartésiennes:

A :f[pz.cosgo—cosgo.singoj+][p2 sin ¢ + cos (0]"'9];
zZ

X Y

X =p*.cosp—cosg.sing ; Y=p’sinp+cos’ ¢ ; Z=0

faisant appel au résultat de I’exercice 3.4:
A= (Xsin@cosq) +Ysinfsing + Zcosé’)ﬁr + (Xcosé’cosgo +

(—Xsingp + YCOS(p)zZ(p

I1 ne nous reste plus qu’a remplacer X,Y, Z par leurs valeurs

A= p’.cosp—cos@.sing)sinfcos @ + in +
[ Jinemmo(

[(pz.cosgo—cosgo.singo) cos@cos @ + (,p° sin @i+ cos’ go)cos&singo]ﬁg +
4
[(—pz.cos¢+cos¢.sin(0 sing + in @ + cos’ (p)cosqo]ﬁw
Exercice 3.6:
Le vecteur/ dans la base(u est V= V,u,+V, u,+V u, . Partant des

ol U ) en fonction dei, j,k , on peut écrire:

V=i Vpcosgo—V(psingo +] Vpsin¢)+V(pcos¢> +V21€
[}

X Y z
Par identification nous arrivons a:

X =V, cosp—V, sing

Y=V sinp+V, cosp

Z =V,

Le résultat final est:|V =i (Vr cosp—V, sin (p) + ](V, sing +V, cos (p) + l;VZ




Exercice 3.7:
1/ Premiére méthode : Trouver la distance entre les deux points M (pM,(pM,ZM) et

N ( P> Py ZN) en transformant 1’expression du vecteur MN en coordonnées cartésiennes.

La figure montre que la distance entre les points M et N est égale au module du

vecteur W:
MN =ON—O0M =(pyii,, +zyii,)~(pyil,, +z,i.)
MN =ON—O0M =(pyii, - py, )+ (zyit. - z,i.) - (1)

AZ
Zyf,
N
Zy \ }
AN
3 M
ik = 1 /
- yN yM
> — »Y
Pu
¥ Py
M Fa 7
\u” v

Py
uPN
Expressions des vecteurs unitaires #  ,u et u_:
PN Py z
U, =i.cosg, *+ j.sing,

PN
MpM :l.COS(DM +].Sll’l(0M

u. =k

—

u —zMuz)

z

Remplagonsii, i, dans’équation (1):
MN = p, (?.cosgoN + j.sing, ) — Py (f.cosgoM +j.sing, ) +(z,

Nous organisons 1’équation pour qu’elle devienne :
MN = (pN COS @, — P,, COSQY,, )f + (pN sing,, — p,, sing,, )] +(zN -2z )k



La distance entre les points M et N est égale a la norme du vecteur MN :

2

[n| = J(py cosp, — py cosp,, ) +(py sing, — py sing, ) +(z, —2,,)
Apres calculs nécessaires on trouve :

HWH = \/PN2 +p,° —[ZpN.pM (cosgoN.COS(pM —sing, .sin@,, )] + (zN -z, )2 - (2)

2/ Deuxiéme méthode ::trouver la distance entre les points M ( Prr>Prs>Zos ) et
N ( Py>@Py s ZN) par le calcul direct:
MN =ON -OM =(pyii, +z,ii.)~(pyi,, +z,i.)

MN = (pNﬁpN = Pulhy, ) + (ZN _ZM)ﬁz

Hmu = \/pN2 + pM2 —2py-Py Cos(ﬁpN 7ﬁpM )+ (Z

N T Zm

D’apres la figure, nous voyons que ’angle compris entre | vecteurs unitaires

u, estégala @, — ¢, . Nous obtenons donc:

uPN > Py

HMNH \/pN + Py’ = 2Py Py cOS(@y — - (3)

Pour vérifier que les deux résultats et 3 sont compatibles, il suffit de procéder a une

transformation trigonométrique adéquate de quax)n

€08.p, .CO8 p,, — 8NPy 8NP, = cos (@, — w} cos( @y, — @y )

37



EXERCICES

Exercice 3.1

1.3 (il

Convertir le vecteur suivant des coordonnées . .
v vecteur suiv aldlayl e M gl ke Jea
cartésiennes (l R ]) en coordonnées . . . .
S clilay) e I (7)) s
polaires(ﬁr,ﬁw) V=Xi+Y — - -
V=Xi+Yj
Exercice 3.2
Convertir le vecteur suivant des coordonnées
sphériques (ﬁr JUpy U ” ) en coordonnées

cartésiennes: (f,j,k) V=Vu, +Vyu, +V u,

Exercice 3.3

Convertir le vecteur suivant des coordonné

cartésiennes (i ,J .k ) coordonnées

cylindriques (ﬁp JU, U, ) :

\ 3.3 (ol
Wyl ge U gladd sjbe Js

GLEaaY) Al ‘_A\(f,j,l;)
V=Xi+Yi+7Zi

ESUBIN

) sl sk

( PRI

Exercice 3.4

Convertir le vecteur coordonnées

cartésiennes coordonnées

sphériques (if, , tipati, ) 5.V = XT + Y] + Zk

234 @ﬂ‘
Cilayl e Ju gledl sjle Jsa
iy e J(17F) s

V=Xi+Y+Zk (i, )% S

Exercice

Convertir = le vecteur suivant en coordonnées

—

i, Lo _ 2= —
sphériques r,ug,uw):A =pu, tcospu,

5.3 Cmadll
alflayl J Jul sldl 3 ke Jsa

A :pz.ﬁp +cos¢.ﬁ¢:(ﬁ,,ﬁg,ﬁ¢)%;ﬂ\

Exercice 3.6
Convertir le vecteur suivant des coordonnées

cylindriques (ﬁp NTPNTE ) en coordonnées

cartésiennes (i,j,k) V= Vpup + V(pu(ﬂ +Vu,

6.3Cn a5
Syl e ) pladl sjle Js
lflany) dlea (i, i0,,0,) & skl

V=V, + Vi, +V.i, (7.7.K) %55




Exercice 3.7
Trouver la

M (@052 )

deux méthodes :

distance entre les deux points

et N(pN,q)N,ZN) par les

1/ en convertissant 1’expression du vecteur MN en
coordonnées cartésiennes.
2/ par le calcul direct.

Montrer que la distance entre les points M et N
s’écrit :

|| :\/”fv oy *+(zy—2y) -
2pN.pM.COS((DM —(DN)

:7.3 Cadl)

M (P @2y ) Otk (o ddlad) 3 e 2o
b i Sl QY 5 N(pyapyazy) s
iyl 3 MN gladl 3 jhe Jial /1
RN

O Al oo SR Clall )2
r A JSAlL SN gem ksl




Corrigés des exercices de 6.1 a 6.15 15.6 A 1.6 (x cpotadll Jsis

Exercice 6.1:

1/
oF, _0F,
Y= 7 =2
oy  Ox p
6Fx:aFZ:>7/:—l = F = (x+2y+4z)l+(2x 3y— z)]+(4x y+2z)
Oz 8x
F,
o o b >

82
2/ F =—gradEp (x,y,z) &

E
_aaxp =F=-E, :%x2+2xy+4xz+f(%2) Q
_aa%:py :>2x+af(8i;/,2) :2x—3y—z:>f(3:ay)Q_% —yz+g( )

-E, I%xz+2xy+4xz—%y2—yz+g(z)&

%, =F, =>4x- y+6g(z)—4x ng(z)=2z

Oz
g
1 te

2:>c’e—2

A ]

:—§x2—2xy—4xz+%y2 +yz—2"+2

Exercice 6.@
1/ ue'la force F' dérive d’un potentiel, il est impérative que 1’équation rotF =0 soit
vérifiée.
1
F,=X(xz) , F,=yz , F,=x +Ey2

oF
oF, _ y:>aF"=0:>Fx=Cte—>(l)
oy  Ox oy
oF _OF O =2x=F =2xy+C" > (2)
0z Ox 0z

X

F :X(x,z) =2xz




S 1
— . — 2 2
F =-gradE,: E,=—x Z—Eyz

2/ Calcul du travail par deux méthodes.
Premiére méthode:

aw =-dE, , dW =Fdl , W=[F.dl=E,(B)-E,(4)
L

W=E, (B)-E, (A4)=hrR

Deuxiéme méthode: &
W= [dex +F dy+ dez] @
O

Les deux résultats sont identiques. 6

3/ La force étant conservatrice, le travail est le méme quelque sn@min Suivi.
Exercice 6.3: ®

Quelque soit le chemin suivi le travail de la force est W = | Fdr

a/ Le travail de la force F' suivant le chemin rectilig
Rappel mathématique: Pour trouver I’équation ‘d’une droite passant par les deux points
P(xP,yP, ZP) et Q(xQ,yQ,zQ ), on doit poser les équations suivantes:

,
X=X, Ay L 2-2
X, = Xp Vyp Zy—Zp

Puis en déduire ’équation de la tra ec?y
>

A C—y

=2x
-17y-2 z+1 y_
== =>|lz=—x
Q}fl 4-2 -1 |
A z=——y+l
O 2
J W:§:2,33J

WAD = WAB + WBCWCD = WAD =-5,67J

¢

dE k k
a/ P=— s E =|—dr=E =—+C"
ot P r’ ’ r
_k
E =-%




_1k

< 2r

p=lk k_|p._ 1k

2r r 2r

b/ c=l£=lmv2:>v: L
2r 2 mr

c/

LO:mI’ZH':>LO:mr21 i:> L, =~mkr Q
r \ mr { C)

Exercice 6.5:
a/

w=| Ecdx+Fydy+Edz]:
——

0

_w =
b/ P, =—|, |P, =T5W A\

moy
t

v=9,48ms™"

AE, =—45]

s on remarque que|AE =-AEc| , on explique cela comme

La particule q t; origine sans vitesse initiale, c'est-a-dire qu’elle n’avait initialement
que, mais par contre elle possédait une énergie potentielle. En arrivant au
itesse calculée précédemment elle a acquit donc une énergie cinétique

exactew e a I’énergie potentielle qui a été totalement dépensée. Au point A I’énergie
pot e est nulle(Ep,A =0) .

V' 11
Calculons le travail fourni par la force lors de son déplacementde 4 a B:

dw , = Fdr
W= j(ﬂdx+Evdy) =>|\W,p = j.dex +TFydy
-3 4
W= j.—7dx +1J9 6dy =-28+72=|W , =44J
-3 4

On peut calculer a present ’énergie potentielle £, , au point B :



y=W,=E, =44 | [E =44

Exercice 6.6:
D =Pyt Dy py = MY =my, +mv, +mv,

Avant le choc

R=p,+p,=>R= p22+p32 =

M=3m:>v=v1+v2\/§:> v, 3

MV v=0,33ms™"

Q Mm|’
/M
Xy =V r X, =2,33cm

&:p; , my, =(M+m)v =y :z\;nio v'=0,17ms™"
O -
é y : M+
E =E, , l(M+m)v'2=lloc02:> X, =V Mxm ____mv, ,
) 2 k k(

Exercice 6.7:
1/

h

m+M)
x, =2,33cm
AE = > W
LV Ly L] | e
c T =Fp

Exercice 6.8:



1/ Le graphe ci-dessous représente les variations de 1’énergie potentielle en fonction de la

distance
EPA
0 a “+00
E,. -

dE 2

- =2Kr(1——zje el + 0 -

»
&E,
ar’ + N +

a
{
2/ L’énergie potentielle atteint sa valeur maximale quand sa prz@derivée par rapport

a s’annule:
dE 2 2 2
— = 2Kr(1—r2je_r =202 A

dt a

r=a=E, . = KazeQSQ\

dE
3/ Les positions d’équilibre correspor?T)&’@my{ﬁtion de la dérivée premiere dtp =0,

oﬁre]—oo,+oo[. V
Y
dzp = Q@em”z =O:>‘r:{0,ia,ioo}‘
A ’r,

4/ Les positions d’équilibre stable correspondent aux positions pour lesquelles %
t

=0,

A
dE
et dtp =0, delaet gs ’énoncé on obtient:

)dzEP “akf1-5" 42" e* = 0= |r ={0,+0}
dt? a’ a’ -
&ssion de la force F (M ) nous la déduisons de la formule F (M ) =-VE .
. - - E
F(M)=-VE,=F(M)=- ddt" ii

Exercice 6.9:
1/ vy =4/28H

2/ h=r(1—cos¢9)




3/ Ve =y-2gh+v;

4/

R =3mgcos@—-2mg +ﬂv§
r

5/ Vi min — 4gr

o

6/ R =—-mg
Quand la particule se déplace entre les points cités plus haut le signcj%(méaction
change du positif au négatif. Cela prouve I’inversion du sens de la réacti point/ (On

comprend de cela que la réaction s’annule au point/ ). Le point % la réaction est

défini par ’angle 8, que nous voulons déterminer :

cos b, =—§:> 0, ~132°| . l‘\.

7/ R>20=> vB,OZJSrg/&

Exercice 6.10:
Premiére collision:

my,
V2

m] +m2

Deuxiéme collision:

4 2m,v,

y, = —=—=
Q\/ ’ m2 + m3
A 4m,m,v,
(E >'
Qb

Vv, —
" (o +my ) (my +my)

Pour mmph@)ns m,=x , v, =y etécrivons :
Q 4m,v,x

YV " (mrx)(em)
Dérivons 1’équation y = f (x) pour obtenir:

dy _ Ay mm, —x°

dx h (ml+x)2 (x+m3)2
y atteint sa valeur maximale quand % =0,dou:

X
Z—yIO:mlm3—x2 =0=|x=m, = /mm,
X




La valeur obtenue est celle de la masse m, pour que la bille m, acquiére une vitesse

maximale v . apreés que la bille m, I’ait percutée. Quant & I’expression de la vitesse

X

maximale on I’obtient en remplagant m, dans 1’équati0n(9) :

_ 4m,\Jm,my v,
,max -
(m1 +Jmm, )(Jmlm3 +m3)

1%

Exercice 6.11:
1/ |f = Umgcosa

b

f =4,9N| (b's

: AN
vBI\/2a(gsina—£j , v, =3,88ms™"| ¢ C)
1 1/2
v={g(2a—lo)sina+5v§} , [va4,6m.s™
y A =aE, | Lut =L ol \/% |

2 2&'
1 2 k — 1
4/ AE =AE , —kx" = =>Wwv=x,]—|, |v=4,58ms
r 2 2 m
1 Y v
0—— —m dsina =|d = - , |d~1,23m
2gsina

Exercice 6.12:
1/ On considere lf plan horizontal passant par le centre de la sphére comme référentiel de

I’énergie potentielle( "q =
Q )= [
0= —(cosa —cos@)
»& -
2/Q N=mg(3cos€—2cosa)
; 2 s
3 N=0=cosf,=—=|0,~48
3

Discussion: L’angle sous lequel le point matériel quitte la sphere est indépendant du
rayon et de la masse de la spheére. Cependant ce résultat change en présence d’une vitesse
initiale ou de frottement a la surface.

Exercice 6.13:
1/ L’allure générale de la courbe est la suivante:



~
&

+a

v

. S
A4 2a (b'
2/ Les positions d’équilibre stable sont caractérisées par les deux conditionw

dE, _ | [dzEp j o ‘60

dx dx’
Les positions d’équilibre instable sont caractérisées par les deux coﬁ@x

dE d’E

a0 ) T O\
X X

En dérivant E, parrapporta x deux fois de suite &}?

p—K a =0 x=*a

v
[ J <0
e

Nous remarquons lgf)osmon d’équilibre stable est(A d abscisse x =—a, mais la

position d’équilibre-i e est( ) d’abscisse x = +a .
Exercice 6.14:
l.w
v O'P=a(1+cos@).ﬁr—asinH.ﬁH
|O'P|| =2a cosg




2.3/ ¥ = aii, +abii, = |V = abii,

—
0
: . . 0
b/ o= a@[(ka —mg)s1n9 — ki, smg}
c/
E =a[(ka—m )cos @ — 2k cosg}+C’e
» g 0 >
0
3.a/ E, =mga [cos@ —23 COSE:|
dE
dé’ :mgasing[\/g—Zcosg} ‘6
# | =0 2%,
de o — . 4
0<o<rz/2 |&=7/3

]< 0 Equilibre instable

(9 / 3) = @ >0 Equilibre stable
do 2
Exercice 6.15: '\/

1/ Q
“i v, =\/2gl(1—cosa0)
a/ Cas du cho?l{ ue:
J

-1
w@ \2 :%\/2gl(1—cosao)
E v =i\/2gl(1—cosa )
2 X+1 0

7T
cosa, :1_{x+1} (l—cosao)
x

2x |
cosa, ZI—LH_J (l—cosao)

Discussion:



v =0

x-1= : Les deux billes remontent dans le méme sens apres le choc telle que la

v, =0
vitesse de 4, soit plus petite que la vitesse de 4, .

v = . A \ 7 7 . A
x=1=|" : La bille 4, s’arréte apres le choc en transférant toute son énergie a la

V2 =V

bille 4, qui s’élance avec la vitessev, .

x=<1= :0 : Les deux billes remontent en sens contraires de telle fagon que la bille 4
V2
revient sur son chemin et la bille 4, se déplace dans le sens contraire. &
b/ Cas du choc mou: (b
2
x
cosa =1-|——| (I-cose, \Q
[x —J ( O

2/ Application numérique: ‘, @

a/ :x=x2=1/3,cosa'=0,875:>

b/ 'Q

Dans le cas du choc élastique: \

cosa, = 03‘&% L ~20°
Dans le cas du choc mou: -
cos aquO) a,  =83,7°

| @%‘?
&
S

10
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EXERCICES
T |

Exercice 6.1
Une particule est soumise a une force définie par ses
coordonnées cartésiennes :

13=(x+2y+az)17+(ﬂx—3y—z)]+
(4x+}/y+22)l€
Ou a,f,y sont des constantes. X, ),z sont en

métre et /' en newton.

1/ Trouver les valeurs dea, 3,7 pour que]*:
dérive d’un potentiel.

2/ Trouver I’expression du potentiel £ » (x,y,z)

dont dérive la force sachant que £ » (0, 0, 0) =2.

1.6 ¢

ZESNBIN
ﬁ:(x+2y+az)f+(ﬂx—3y—z)j+
(4x+}/y+2z)l;
(Pl Bl x, y, 2o

ClaYl Ajee 58 Jial Aewa

Exercice 6.2
On considére dans un repére cartésien un champ

de forces F d’expression :
F = X(x,z)f +yzj +(x2 +%y2jl€

1. Déterminer X (x,z ) pour que]::' dérive d’une

la force est nulle en(. On prendra
Oxy comme origine des énergies potenti

4 -
LS Al e Fas (S X(x,z)oés /1

10 G Aagaa bl ) e g )
Al el JasS Oxy (5 sl

@ Osobal Jsb e opilide o yhy caal 2
haan sl Y aladl)

long de X=Rcosf@ , y=Rsin@ , z=h6

paramétriques 2Ll I A(0=0) sl w Fosal Jee
x=Rcosf , y=Rsi , le travail o ( ) < il

(9:7[) .B(H—ﬂ)

férent en calculant le | 1o Jerdl Lilumy Adide 4o o d““" da f3

¢ Al Laie Jsh

Une patficule matérielle d dépl 3.6

ne particule matérielle de masse m se déplace sous gl L5 it LAES Aule e Jii

I’action force:

- S\ R R
F —(x +y )ux +xzu, +xyu,

Du point A(1,2,—1) au point D (2, 4, —2) .

Calculer le travail de la forceﬁ suivant chacun des
trajets suivants:

a/ la droite AD ,
b/ la ligne brisce ABCD ou B (2, 2,—1) et

C(2,4,-1),

d/ la courbe définie par les équations paramétriques :

-

F =(x2 +y2)ﬁx +Xxzil, + Xy,
.D(2,4,-2) 4l ) A(1,2,—1) 4l oy
000 Gl (e e JS 335 F 5 sl Jae ceal
¢ AD afid) )

B(2,2,-1) & ABCD  idl Ll /o
C(2,4,-1) 5




X=t , y:l‘2 , Z =1, sachant que la particule
quitte le point 4 & Dinstant?, =0 et atteint le

point D a l'instant?,, =2s.

x=t ,y=t>, z=t

G Ape il deld dka) gl e
& DY N d s 7, =04kl
.ty =2sadasl)

Exercice 6.4
Une particule de masse # se déplace sous I’action

d’une force attractive /' = ——217[ . La trajectoire est
un cercle de rayon . Montrer que :
k

a/ I’énergie totale est £ = ——,

/ k
b/ la vitesse estv =, [—
m

¢/ le moment cinétique est L =~/mkr .

Exercice 6.5
Une particule se déplace depuis ’origine O jusqu’au
point A défini par 7 =-3u_ +41/_iy +

a/ le travail effectué. Est-il nécessaire de spé

chemin suivi par la particule ? justifie
b/ la puissance moyenne s’il faut S pour aller

d’un endroit a un autre.

sachant que la

points. Que rema
potent
Fl=1

au défini par

Fo= =30, + 40, 1600, — )

twal L F = —T7ii, +6ii, 5

feiiall Al mpmgi o O e Ja . aid) Jeall /)
Jle
=

& O e JEY) 81 Adas siall deUaiuy)

.0,65 Gl Al

Aol WK o Lle A€l dadal) 4 el [
kg &

AN deyull Undel 1Y) Al de ) /o
a9z

£Laad 3e ikl (o AsS) A8 b sl /o
— A el Balal 4 ) Al sas

=T, +160, — 42,




Exercice 6.6

Une grenade lancée horizontalement avec la

. — -1 . \
vitesse v = 8ms ™, explose en trois fragments a
masse égale.

Le premier fragment continue a se déplacer

. N -1 .
horizontalement av =16ms~ , un autre est lancé

vers le haut suivant un angle de45° et le troisi¢éme
est projeté suivant le méme angle vers le bas.

Trouver la grandeur des vitesses des fragments deux
et trois.

6.6 (3l
i (v =8ms Aoy Ll Ay ALE g
Y A glaie WaG SO ) 5 jladia

el JEay Jaals Y sl
eV et Al dakadll (v =16ms ' de e
G dadadll 5 oY) me 45°aua dug ) s
LY e oK g Al ey
A A il e e (e S B0 sl

Exercice 6.7
Une masse M =100g est attachée a Dextrémité

d’un ressort disposé horizontalement, comme indiqué
sur la figure ci-dessous, et dont la constante de

raideur estk =20Nm™'. Une massem =50g se
déplacant a la vitesse v, = 0.5ms" vient heurter la

masse M initialement au repos. On suppose le
systéme isolé.
1/ Calculer

maximal X, de la masse M aprés le choc

la vitessev et le déplaceme

considérant le choc comme étant élastique, et
supposant que les vitesses de M etm sont paralléles
apres le choc.

2/ Calculer la vitesse V' du systéme (M

compression maximale X, subie par

cas du choc mou.

3/ Calculer le travail dépensé
maximale du ressort toujours
mou.

pression
as du choc

W N 5 viae jull caal /1

o=l ol adlalll Al 4 aaall aey
cpdall an iy e m 9 M
’ "J\,V(M+m)2lgﬂ v oAc u...u;\ /2

ol adbatl Alla A adall x) ealie Y]
0 eobe ) Lladld oy yadll Jasll caual /3
ol sl Alla 8 il

M

m

V,

\‘//////////// 77

SIS 77 /7777777777777

Exercice 6.8

Un corp de masse 1 est soumis a un champ de
forces a symétrie sphérique, et d’énergie potentielle

de la forme :Ep (M) = Kr2e " ,ou K et a
sont des constantes positives et# = OM la distance
entre le corps M et I’origine O d’un repére inertiel.
1/ Représenter graphiquement £ » (r) en fonction
de

positive pour? =0, négative pour” =a et tend
vers zéro en valeurs positives quand 7 —> 00 .

, sachant que la dérivée seconde de 1’énergie est

8.6 (sl

S35 B A o @ Jinl m Al M pn pndy
E, (M)=Kr'e" " 10880 e 20 ailla
r=0M ;s (s 36 a5 Koo
e ledd Olasdll o M psn

wad o We o Wy E (1) s s /1
r=axe adle r=02c 4 addall 403l
r—)wd;\wad;yegﬂjﬁmj\}xd};}
CE Al ekl Al 3 e 3 /2

A=y




2/Trouver I’expression de la valeur maximale de

Pénergie £, .

3/ Trouver les positions d’équilibre sur
lPaxe X 'OX ouX est I’abscisse du corps:
—00< X < +00.

4/ Quelles sont les positions d’équilibre stable ?
justifier votre réponse.

5/ Trouver I’expression de la force F (M ) .

X & X'0X Hndd o o) sl gl g0 22 /3
.00 < X < 400 taual) Alald

ctida) e § i o) 5l gl 3a oo L /4

CF (M55 s 5te aa /5

Exercice 6.9

Une particule de masse 7 est lachée en A sans

vitesse initiale. (Figure ci-dessous). On cherche a

savoir quelle doit étre la hauteur H pour que la

particule atteigne le point S sommet de la gouttiére.
1/ Appliquer le théoréme de 1’énergie mécanique

pour calculer la vitesse vV, au point B .
2/ Exprimer /1 en fonction de et@.
3/ Appliquer le théoréme de 1’énergie mécanique

pour calculer la vitesse V. au point C en fonction de

hetvy,.

4/ En appliquant le théoréme fondamental de 1
dynamique, déduire la valeur de la réaction R en
fonction de m, r, H,VB etg.

5/ Démontrer que la vitesse minima
acquérir la particule au point B pour‘a

pointS est vy . =24/8F .

6/ En prenant vy . la vitesse au

que doit

la réaction aux points B et S . Que conclure ? En

quel point la réaction s’annul

valeur de

AGS Ao yu s A e
Hglw ) o e cajeil &

- Vg s hANy Cakal) &
el ) A il Gl /4
-g s m,r,0,v, ANy R Jadl
D A pal) de ) of o /5
B adaayl) <2 Lealuixs)
'VB,min:2 gr‘;.%

Q) u...u;\ ¢ B aaail) ‘;J 3.:;_).\.«5\ vB,min J\Aﬁb /6
Aty gl A Tpaling e . S 5 B pikiil) 8 Jadll
e i o g (A vy pde ol 4 L7
Joos Sakal Y Jeai S BAkil) b Al
Cauliall [ dad o Lo € olatV) Jadll 3 by

Ko

|




Exercice 6.10
Trois billes de masses m1,, M, , M, reposent dans une

gouttiére horizontale parfaitement lisse. La bille m,
est poussée avec une vitesse initiale dans la direction

de la billem, qui a son tour, et aprés le choc

avec m, , roule dans la direction de 1, et ’heurte. En

considérant les premier et deuxiéme chocs
parfaitement élastiques, quelle doit étre la vitesse que

doit prendre la billen, pour que la vitesse de la

bille 71, soit maximale ?

10.6 (Al

@5\ S e b omy,my,my WS & S EDE pa
olad) 3 Agiay de yun 3 S0 a8 LA k) S
emy ga pdall 2y gy A5 om, 3 S
Ofieall Jliely Llgeral 5 omy olad b g e
O R N D WP C PN 11 SO W5 RPN ]
my 3OS de ju (sS85 S) aaals of sy
.Mciea..A\aq

Exercice 6.11
Le corps de 1la

masse M = 5kg . Partant du repos, il glisse sur un

figure ci-dessous a une

. ., , — o 5
plan incliné d’un angle =60° par rapport a
I’horizontale, jusqu’a ce qu’il atteigne le ressort R de

longueur a videl, =40cm, de constante de

raideur k = 5000N.m ™", et  dont

extrémité C est fixée au bout du plan. On suppose
qu’'une force de frottement s’oppose au mouvement

I’autre

du corps sur le segment AB = a, le coefficient d
étant 4 =0,2,
s’annule sur le reste du trajet BC =2a .
1/ Calculer la force de frottemen

segment AB .
2/ Calculer la vitesse acquise par le

frottement cinétique puis e

sur le

point B, puis la vitesseV avec laquelle
heurte le ressort.
3/ De combien le ressort se défor!

incliné lorsqu’il est repous
haut a partir du point ou
supposant que la rem

sk
k =5000N.m ™" aiiy 5
ia) B G il s sl dles
SR ON NN [ PSP | R
‘/'I=032L,5}L“:3 (és\);'“
) .BC =2qa &l
. AB daind) dadadll e SSaY) 5 8 caal /1
Aaall Goh e il de ) cual 2
- ol sl L aray A vie pull S B Akl
¢ uadill Lliai e sa L /3
aady s Jild) 5 sl o auall dniay S5 /4
alabaal¥) ddai (e elail e ) aas e (aldl)
SS9 a3 gmaall G Gl 8l ¢ 5V
.g=9,8ms 2l




Exercice 6.12
On abandonne sans vitesse initiale a ’instant # =0 un

12.6 cnoa
de e Osn ml@hS dnle dany ol gn
M, dLsl e =0 dball & Al

point matériel de masse 7 en un point M, de la face

convexe d’une sphére de centre O et de rayon R, sur

laquelle il est susceptible de glisser sans frottement. ‘.—’J_SM\ 443” g.sj"‘ QSISia) (G s LBXJ-‘:‘S
(Figure ci-dessous). & i -,“) .R\A)Lg Caal OLAJ'SJA 3)53
(e

1/ En n’appliquant que le théoréme de la conservation de
’énergie trouver la vitesse angulaire @ en fonction de
R, g,a etf.

2/ En appliquant le principe fondamental de la
dynamique trouver la réaction du support en fonction de

O,a,m etg.

3/ Pour quel angle 90 le point matériel quitte-t-il la

sphére ? Discuter le résultat.

Exercice 6.13 0 13.6 (sl
Un corps de masse 77 s axe X' Ox. Son ' ! S o
énergie potentiell donnée par - X'0x 5 b e om s S
X s -
ou K et a sont des | Ep _szaj‘m“” Bllaxs 43Sl 4l
Ohase QB a5 K Sus
’allure  générale de la . Ep = f( x) iniall alall JSE) ans i /1
- N . leie Bl lazage ()5 ol 50 2adl 2
2/ Trouver les positions d’équilibre en précisant celles B eyl
s et celles qui sont instables. )
Exercice 6.14 14.6 (a0
Soit un référentiel R de repére(O,ﬁx,ﬁy,ﬁz). Une .(O, ﬁx’ﬁy’ﬁz) L) (53 R g ye oS4
bille assimilée a un point P , de masse m , est .astreinte a 3 om @S Pili 3 dhde 4 S
se déplacer sans frottements le long d’un demi-cercle de | =~ | 93 Ciai J gl <aal 1 ens Jad
rayon & .(Figure ci-dessous). X ‘ﬁJ; e N
Le point P est attaché a un fil élastique dont I’autre o .(dm‘){\ ‘50' Jsal )'Wa LAJLA
extrémité est fixée en 0'(00' =a ) . Le fil posséde une | —% ¢ @hlbe b ) Abs e P \




raideur ket une longueur a videl,. Le point P est

repéré par I’angle (OX, OP ) =0.

1. a/ Exprimer le vecteur O'P en fonction de a,f
(. _oP . :
dans la base polaire (u :O—,ueJ. En déduire
a
I’expression du module O'P .
b/ Exprimer la tension T du fil en fonction de a,k ,lo

et @ dans cette méme base.

2. a/ Déterminer ’expression du vecteur vitesse V
dans la base polaire.

b/ On note I la résultante des forces exercées sur la

bille P. Donner I’expression de la puissance F.V en
fonction de aet@.

(c) En déduire I’énergie potentielle F » dont dérive la

force .
3. (a) On suppose vérifiées les relations suivantes entre

les paramétres :
(o)

2mg
Quelles sont les positions d’équilibre &, et 6,

T
pour0<f<— 2

(b) Etudier la stabilité des équilibres obt

s Lall L(00'=a)0' s LAY Gkl
Pkl aa3 [ ¢ )6 4 5 Jsh 5 ks

(Ox,0P) =649 3,
sacldll 8 g0y Wtw\&ﬁ/|.l

8 e gt .(ﬁ,:

f0<f<”
2

diandl oyl gl gl o) [




Exercice 6.15
Deux pendules simples de méme longueur/, sont

suspendus au méme point O. Les billes B, et B,
qui les constituent possédent les masses m, et m,,
et seront supposées ponctuelles. Au départ, B, et B,

sont en équilibre. On écarte B, d’un angle &, , puis
on I’abandonne sans vitesse initiale.
1/ Déterminer les vitesses v, et v, de B, et B, aprés

le choc, en fonction de «,l,g et du rapport des
masses X :ml/ m, . ainsi que les angles d’écart

maximum &, et &, de B, et B, apres le choc, en
fonction de ¢ et x dans les deux cas :
a/ en supposant la collision parfaitement élastique
(que se passe-t-ilpourx >=1; x =1 ; x<1?);
b/ si on enduit B, et B, de glu, de maniére a rester
collées apres la collision (choc mou).
2/ Application numérique : @, = 60°.
a/ On se place dans le casl/a/ :

pour quelle valeur de x les pendules remontent-

ils en sens contraires, du méme angle que 1’on
déterminera ?

b/ Pour x =2 , déterminer les angles d’écart d

lescas 1/a/ et 1/b/.

15.6 (pal
s Legd lassy Glud 58 O bl (s (8 (Blay
Lagd Leglsin il By 5 B, gl sl L/ Jshl
@ OfhEl Lpa il 5 comy 5 omy OIS
B iy 0is b omy s omp AN
AN Aoy O WS &

Aa.,amzjml_szjvl wﬂ\dh/l

Ly

G A 5 gl ANy Gl
bl Gl A g I /m,

o Ny el xom, 3 m

(¢ x<1¢x=1¢x>1

)/ 130D 325 )
s X Al gl dal e
2930 i ¢ GpuSlatia (alad

Jof1 5 1 osal




Corrigés des exercices 2.1 a 2.7: 7.2 A 1.2 ¢ Cpotadl) Jols

Exercice2.1:

o [h]=6,40 . |[5]=5.38 , AEEXY
b/ [A=10i -2 +3k , B=9i—15/+15k
== =1 C - |-_ 8- 5 - 7 -
C V138 138" 138
4/ V1.V3:31
cosaz0,82:>
e/ V,AV3=5i-26]—17k

Exercice2.2:

Exercice2.3:
=6i+6)+k =
cosa =0,70 =
cos,B:0,70:>r

cos@~0,12=|0=83,1°

Exercice
a/ surface du parallélogramme : S = h‘l?‘ 7 . ,
S:‘ZHE‘SinQ .0 .,
On en déduit que: S :‘ZAE‘ =‘2H§‘ siné B

Rappelons-nous que la surface d’un triangle de cotés ‘A‘ et ‘B ‘ est égale a :

5= [AnB|=[d[Bsing



b/ soient les deux vecteurs:

A)C B)C
B=|4,| ; A=|B,
AZ BZ

A+B|=| (4 +B) +(4 +B ) +(4 +B) "
(4,+B.) +(4,+B,) +( )

— = 1/2
‘A_B‘ = [(Ax _Bx)2 +(Ay _By)2 +(Az _Bz)z}
En égalisant les deux derni¢res expressions, et en développant nous arrivons résultat :

AB, +A,B,+ A.B. =0, quin’est autre que le produit scalaire (ZE) =0

Exercice.5:

En calculant le produit vectoriel de ces deux vecteurs nous tro
Z€ro:

[

A7 2 ?

2xy+z

Exercice.6:

vérifiée, avec A constante.

Pour que les deux vecteurs A etB <01 aralleles il faut que la relation B=2.4 soit
Partant de cela on peut écrir

e
A
E - E |-3
—md= | 2| = |&
A A
o
LA J
On en ur de A et par la suite les valeurs de « et f:
2=1= =1
4 2 1
T za=la=-15|=B=|-3| ; 4= |-15
4 2

On s’assure des deux résultats en calculant AAB=0

Les vecteurs unitaires correspondant a chacun des deux vecteurs 4 et B sont :



= 1 - L5 - 2

=_. = = — + ]_é
B N R TN R TR T

—

B -
— =Up =>|Uup
B

S 27 35,41
V29 297 29

Exercice2.7:
Des données nous pouvons en déduire que 1’angle entre les deux vecteurs est :

180—(25+50) =105°
Appliquons la formule 2.9 pour trouver les deux composantes :
Vv _r V

— X — y
sin105° sin50 sin25
sin50
X = . QV
sin105

_ §1n25 %
” s5in105°




EXERCICES
- -
ol
Remarque:pour tous les exercices de cette série, les modules des vecteurs sont exprimés par la méme unité.

BSaa o) Gy Lgde e AadY) cBly gl o et Adead) o ¢y e JS B 14

Exercice 2.1
On considére, dans un repére orthonormé OXYZ, les
trois vecteurs :

V,=3i—4j+4k |, V,=2i+3j-4k et
V,=5i—j+3k.

a/ calculer les modules de Vl ¢ V2 et V3 ,
b/ calculer les composantes ainsi que les modules des

vecteurs : A=Vi+V2+V3 et
B=2V-V,+Vs3,
¢/ déterminer le vecteur unitaire porté par

62171 +I_/.3,

d/ calculer le produit scalaire V1JV3 et en déduire
I’angle formé par les deux vecteurs.

e/ calculer le produit vectoriel V2 A V3.

lxie ml'z G
i (OXYZ Mlaie 5 ouilad
uu\ mj.g\jzu“'j

Exercice 2.2
Montrer que les grandeurs de la somme de la

A)C
différence de deux vecteurs A = Ay et !b

sont

exprimées en coordonnées
respectivement :

YL Lagie snall = B;

L I le

S=[(4+8.) +(4,+8,) +(4 +B)

2.2 (el

A Gl s & genall (gl )3a ) (e (303

Exercice
Trouver

V,=5i-2j+2k + V,=-3i+)-Tk :
V,=4i+7)+6k.

Calculer le module de la résultante ainsi que les

sommes des trois  vecteurs :

angles qu’elle forme avec OY,0X et OZ .

32u-u-°-m
V —3z+] 7k ¢ V 51 2]+2k‘
V 4z+7]+6k

g Lminai ) L5301 5 Alianall &l sk anenl
.0Z 5 OY,0X (= S




Exercice 2.4
a/ Montrer que la surface d’un parallélogramme est

ANB

parallélogramme formé par les deux vecteurs.

—_—

tels que m et@ sont les cotés du

les vecteur A et B
Z+§:Z—§‘

b/ Prouver que sont

perpendiculaires si

4.2 (3

G FARY) G)lsie dalue o A /)
$se gala [B] 5 [4] s [AnB

umu\wdsmn & Ll
G bagee 058 4 gl A /2
4+ B|=[d-B| ) ciixi 1y B gladl

Exercice 2.5
Soit le vecteur :

I7=(2xy+z )l+(x +2y)]+(3xz —2)k

Montrer que grad AV =V AV =0

Exercice 2.6

Ad=|al|,
p 4

Trouver &, ﬂ pour que B soit paralléle a A, puis

Soient les deux vecteurs

déterminer le vecteur unitaire pour chacun des deux

vecteurs.

B gl 5)lm dusy B (e
Logio JSTAE) sulf 52a gl elad e o

Exercice 2.7
La résultante de deux vecteurs a
forme avec eux des angles
Trouver la grandeur des

unités de long et

7.2 (sl
Lo.@.a.«@m;johj:;o L@J)Lux:b.um
50°; 25° c)aaw‘.g




